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Introduction

Ce document rassemble mes développements ainsi que ma répartition (probablement discutable), *
veut dire que ce développement n’est pas tapé. J’espére qu’il ne contient pas de grosses fautes de
maths, et je m’excuse d’avance pour le nombre de coquilles et de fautes d’orthographe qui peuvent
s’y trouver. Vous pouvez m’envoyer ici vos remarques, suggestions, critiques, ainsi que vos pierres
(pour la lapidation).

Ces développements ont généralement été tapés aprés avoir été travaillés, ils sont donc principale-
ment écrits pour rappel et n’ont pas toujours pour but d’étre complétement exhaustifs : les détails
importants devraient cependant s’y trouver. Les éléments qui sont dans les parties compléments
n’ont pas vocation a étre expliquées pendant le développement, seulement ce sont & mon avis des
choses a savoir démontrer si le jury vous posait la question.

D’une maniére générale, lorsque vous travaillez des développements, n’ayez aucune confiance en ce
que vous lisez (que ce soit un livre, un bon livre, un pdf trouvé sur le net, ni méme ce document).
Soyez toujours str que vous pouvez justifier le passage d’une ligne & une autre.

Je tiens & bien préciser que ce document a été écrit pendant que je préparais ’agrégation en 2014.
En particulier, il est indépendant de ma fonction actuelle de moniteur dans la préparation a I’agré-
gation de 'ENS Paris-Saclay.

Je remercie tous ceux qui, pendant I’année de préparation a ’agrégation m’ont prodigué des conseils,
des suggestions, des améliorations, des corrections. Je remercie en particulier Jill-Jénn de son aide.

Si vous voulez d’excellents conseils pour 'agrégation je vous recommande ce PDF écrit par Jill-Jénn
Vie. Vous y trouverez aussi sa propre liste de développements.


mailto:loic.devilliers@free.fr
http://www.jill-jenn.net/agreg/dog.pdf
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Statistiques du document

Nombre de développements : 41

Quatre lecons sans développements : les lecons 122, 216, 262 et 263.

Une lecon avec un seul développement : la legon 140

Probabilité pour tomber sur un couplage d’algébre constitué de deux legons avec des im-

passes ! : 0.12%.

e Probabilité pour tomber sur un couplage d’analyse constitué de deux legcons avec des im-
passes : 0.3%.

e En moyenne un développement est utilisé 3.97 fois

1. En supposant le tirage uniforme.
2. Sans compter les legons avec plus de deux développements.
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Chapitre 1

Développements

1.1 Densité des polynémes dans L?(I, wd)\)

Développement

Soit I un intervalle de R, soit w une fonction de poids?!, on suppose qu’il existe o > 0 tel que
z = el?lw(z) € LY. L?(I,wd)\) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

(flg) = /I FgwdA

Les polyndomes? sont inclus dans L?(I,wd)), alors par le théoréme de Gram-Schmidt, on peut
construire une famille orthonormale de polynémes(P,),en échelonnée en degré.

Théoréme 1.1. Sous ces hypothéses cette famille est une base hilbertienne de L?(I,wd))

Démonstration : Montrons donc que R[X] est dense dans L?(I,wd)) pour ¢a montrons que
R[X]*+ = {0}. Soit £, tel que :
VneN (f|X") =0

11 suffit donc de montrer que f = 0.
Posons g = fwly, alors g € L', donc g(z) = [ e " f(z)w(x)Ldz est bien défini. Posons F(z) =
[; h(z,x)dx ou h(z,x) = e " f(x)w(x), posons D = {z € C/|Jz] < £}, alors le théoreme de
dérivation holomorphe des intégrales & paramétre nous dit que F' est holomorphe sur D, en effet on
peut appliquer ce théoréme car :

o Yz € I z+ h(z,z) est holomorphe sur D

e Vz € D h(z,z) est mesurable

e Vz € Dz h(z,z) est majoré en module par el®*/2|f|w intégrale sur I car el®l*/2 f ¢

L?(I,wd\), donc leur produit dans L!(I,wd\).

Donc F"(z2) = [, % = [,(iz)"e™ " f(z)w(x)dz alors Vn € N F(M(0) = 0, donc F étant
holomorphe on a que F est nul sur un voisinage de 0, et donc F = 0 sur D, donc sur 'axe des réels
et donc § = 0, par U'injectivité de Fourier on a que g =0, donc f =0 (w > 0 sur I). O

1. Continue et strictement positive
2. On fera ici un léger abus en confondant polynomes et fonctions polynomiales.



Remarque 1.2. Est-ce suffisant de supposer que X™ € L*(wd)) ¢ Non !
I=R™, w(z) =e M@ f(z) =sin(drn(z)) nest pas la fonction nulle, pourtant (X™|f) =0 :

Tout d’abord on a z2z2"e~1(®)° = ¢=n(®)*~(2n+2)In(=) _, 0 donc on a bien R[X] C L*(wd)).

(X™\|fy = /x" sin(4m In(x))e™ (2)* gz On pose y = In(z)
T

= /e(”H)y sin(47ry)e_y2dy
R

n n 1
e(*5)’ / e~ (=) sin(4ry)dy On pose u =y — n;—
R

ez / e sin(4ru)du  On a une fonction impaire
R
= 0

Donc f n’est pas dans ’adhérence.

Références

[BMP04]

Lecons concernées

201
202
207
209
213
234
239
240
245



1.2 Processus de GALTON-WATSON

Développement

Partant d’'un homme & la génération 0, on définit la génération n+ 1 comme les hommes issus de la
génération n. Un homme a un nombre d’enfants qui suit une variable aléatoire. Toutes ces variables
aléatoiressont indépendantes et de méme loi X. Chaque homme a k enfants avec une probabilité
pi. On suppose 0 < pg < 1, on note m = E(X).

Soit Z,, le nombre d’hommes & la n-iéme génération, on pose x,, = P(Zy) et G(s) = E(sX) = > pxs®
la fonction génératrice de X.

Théoréme 1.3. Sous ces conditions si m < 1, le nom de famille va s’éteindre presque siirement,
et si m > 1, le nom de famille va s’éteindre avec une probabilité non nulle.

Démonstration :
e Soit A I’événement la famille s’éteint, A = N{Z,, = 0} qui est une réunion croissante, donc
P(A) =1limP(Z, =0) =limz,
e OnaZy1=X1+...+ Xy, alors:

GZk+1(S) = E(Zﬂzk_nSX1+“'+XZ">

n

ZE (L zp=p)sr X))
- Z]P)(Zk = n)E(sX1t+Xzn)

= > P(Z =n)E(s¥)"
= Gz.(G(9))

Donc par une récurrence immédiate on que la fonction génératrice de Z,, est Go...oG = G™.
e Sur [0,1] on a G'(s) = Y prks* L et G"(s) = > prpk(k — 1)sF=2 :
Comme py < 1, il y a au moins un k € N* tel que p;, > 0, par suite G’ est strictement
positive sur ]0, 1], donc G est strictement croissante.
G"” > 0, donc G est convexe, si pg + p1 = 1, alors G est une droite, sinon il existe k > 2 tel
que pg > 0, et donec G” > 0 sur ]0, 1[, donc G est strictement convexe dans ce cas.
e Etudions la suite z,, (Zn, = 0) C (Zp41 = 0) donc z,, est une suite croissante majorée
(par 1) donc converge vers p, de plus x,, = G,(0) = G o G,,—1(0) = G(z,—1) comme G est
continue sur [0,1] on a donc par passage & la limite G(p) = p, soit v un point fixe, alors
x1 = po = G(0) < G(u) = u, alors par récurrence x, 1 = G(z,) < G(u) = u, ainsi p est la
plus petite racine positive de G(z) — x = 0.
e m=EX =lim % alors
— Sim > 1, alors il existe « tel que f(a) < a) donc f(x) — x s’annule par le théoréme des
valeurs intermédiaires pour un p €]0, o donc la famille s’éteind avec probabilité p (il y
a au plus un point fixe dans [0, 1] disons 0 < a < b < 1, par application deux fois du
théoréme de Rolle, on aurait 'existence d'un ¢ €]a, b tel que G”(c) = 0 ce qui contredit
le caractére strictement convexe de G, en effet il existe k > 2 tel que pg # 0

— Sim < 1, soit s un point fixe de G, par convexité de G, s = G(s) > m(s — 1) 4 1, soit
s(1—=m) > (1 —m), donc s > 1, donc s = 1, il y a extinction avec probabilité 1.

10



— Sim =1 et supposons qu’il y ait un point fixe dans ]0, 1[, alors la demi-tangente est en
dessous de la courbe, la corde reliant (p,p) a (1,1) et en dessus de G|, 17 donc G = Idj, y
mais par prolongement analytique G = Id, donc py = 0, ce qui est absurde, il y a donc
un seul point fixe : 1, et donc extinction presque stirement.

Remarque

On pourrait remarquer que montrer le cas m = 1 implique le cas m < 1, en effet si on fait
des enfants suivant la variable aléatoire X, avec EX < 1, on peut toujours trouver une variable
aléatoireY positive telle que EX +Y = 1 dont on est str qu’il y aura extinction, mais « qui peut
le plus peut le moins », en produisant X enfants au lieu de X 4+ Y on ne risque pas d’échapper a
I’extinction.

Lecons concernées

223
229
243
244
253
260
261
264

11



1.3 Dénombrement d’une équation diophantienne

Développement

Soit (a1,...,ap) des entiers naturels premiers dans leur ensemble, on note .S, le nombre de p-uplets
d’entiers naturels de 1’équation diophantienne suivante : a1z1 + ... apz, = n.

are p—1 —
Proposition 1.4. S, = mh +0(nP~?)
Démonstration : , ,
On pose F(X) = §OS”XH = leX“”” = Hlﬁ cette fraction rationnelle a pour péle les
n> i=1ny i=

racines a;-iéme de I'unité, le pole 1 est d’ordre p. Les autres sont d’ordre au plus p, si 'un d’eux
était d’ordre p, il serait racine de tous les 1 — X%, donc son ordre divise tous les a;, donc vaut 1.
Donc la multiplicité d’un péle w différent de 1 de F vérifie m,, < p — 1.

Par décomposition en éléments simples on a en notant P ’ensemble des pdles de F :

Ay k
F(X) = :
(0= T3 s
wePk=1
1-xprXx)=]] ! — ! =
TR X X xS may ., Lp
1 B 1 1 \*Y
(w—X)k — (k—1) -X

N w(kl— 0! (1 —1X/w>(k_1)

= ——— Y amn-1)...(n—k+2w X"k
w(k —1)! il

- ﬁ Z(n+ 1)(7’L+ 2) L (n+ k — l)w—n—an
n>0

F(X) = Zi O‘“’“l)!Z(n+1)(n+2)...(n+k—1)w—"—kX"

(k-
w€eP k=1 n>0

= S Busx”

n>0 weP k=1

Sn, = Z Zwﬂn,w,k = ﬂn,l,p + Z Zwﬂn,w,k

w€eP k=1 weP k=1
k#p

12



et Bnwr = O(n*~1), ainsi S, =

O

Références

[GouOg]

Lecons concernées
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126
140
190
224
243
244

1 nP~t

arasa, (p=1)!

+ O(nP=2)
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1.4 Polygones constructibles a la régle et au compas

Développement

On cherche a quelle condition sur n on peut construire dans le plan le polygone régulier a n cotés
inscrit dans le cercle unité (on assimile le plan aux nombres complexes) dont 'un des sommet est 1
avec uniquement la régle (non gradué) et au compas :

N,

N

FI1GURE 1.1 — Un pentagone régulier inscrit dans le cercle unité dont I'un des sommet et 1 est
constructible si et seulement si ws 1’est.

Théoréme 1.5. Le polygone a n régulier a n cotés est constructible si et seulement si n est de la
forme n = 2% X ... X p, ot les p; sont des nombres de Fermat premiers distincts (de la forme de
27+1)

Démonstration :
e Avec les conditions fixés la construction est équivalente & construire w,, = e , on peut écrire
n = 297" ...po", avec pi,...,p, des nombres premiers distincts impairs.

e Si w, constructible et d|n alors wy = w,? constructible, donc les p{* sont constructibles or
¢p:'i est le polyndme minimal de Wy (car @p;"i annule wpei et est irréductible sur Q[X]),
qui est de degré (p; — 1)]3;”_1 par le théoréme de Wantzel ce doit étre une puissance de 2,
donc a; =1 et p; = 27 4+ 1 est un nombre de Fermat.

e Réciproquement montrons que ces nombres conviennent, :

— waa est constructible, (il suffit de raisonner par récurrence en effectuant des bissectrices
au compas)
— Montrons que w = w, est constructible si p est un nombre de Fermat. On considére
G = Aut(Q[w]), un automorphisme de corps sur Q[w] envoie w (racine de ®,) sur une
*
racine de ®, alors on a : <G - (Z/pZ_) m
c = mjo(w)=w

G est cyclique d’ordre p — 1 = 29. Soit ¢ un générateur de G on pose

) est un isomorphisme de groupe, ainsi

L= {z € Q[w],agk(z) = z} pour k € [0, q]
Pour tout k € [0, q], Lj est un corps, de plus on a :

QCcLycLiCcLyC...C Ly =Q[w]

14



(car 02" =1d). Fixons k € [1,q], on a Lj_; C Ly, en effet, posons :

297k _q

xr = Z Uka(w)

m=0

i) On a x € Ly, car o est un morphisme additive et car :

vm € [0, 21—k _ 2] o2 (azkm(w)) = UQk(mH)(w) et 02" (02k(2%k71)(w)) = 0% (W) = w
ii) De plus, z ¢ Li_1. En effet, supposons que x € Lj_; alors :

297k _q 29=k_q

Z 0_2km(w): Z 0_2k71+2km(w) (1-1>

m=0 m=0

Dans ce cas, on remarque que les termes de ces deux sommes sont des puissances de
w et appartiennent a la base B de Q[w] ot B = (1,w,...,wP™!). Le membre de gauche
de (1.1) a 1 comme coordonnée sur w, en effet, pour m € [[0, 20—k 1]

2km

w=w <= - M"=1Id
= 212Fm
— 207Mm
— m=0

0_2km(

Tandis que le membre de droite de (1.1) a 0 comme coordonnée sur w, en effet pour
m € [0,297% — 1],

02k71+2k’”(w) —w = 2THYm_g
— 292711 + 2m) = 22971 F|(1 4 2m)

Comme la décomposition d’un vecteur dans la base B devrait étre unique, on obtient
alors une contradiction. Ainsi Ly_1 C L.
En passant par la formule des dimensions on a :

29 = [Q[a}] : Q] = [Lq : Lq_ﬂ [Lq—l : Lq_2] [N [Ll : Lo] [Lo : Q]
>2 >2 >2 >1

On a donc [Lg, Li—1] = 2 pour tout k € [1,¢] et Ly = Q. Par le théoréme de Wantzel, w
est constructible.

— Si w, et wp sont constructibles avec a A b = 1 alors wg, constructible, en effet prenons
au+bv =1 avec u, v € Z, alors wep = wowy'.

15



Complément et remarques

Remarque 1.6. On a fait ici de la théorie de Galois sans le dire, lorsqu’on a fait correspondre
Ly et 02" On aurait pu utiliser un théoréme de Galois qui aurait directement affirmer que les Ly
étaient deuz-a-deux distincts, mais cela aurait été dommage d’utiliser un théoréme si fort, alors que
dans ce cas particulier il existe une démonstration assez simple.

Remarque 1.7. Ecrit tel quel c¢’est peut-étre un peu long pour 15 minutes. On pourra étre plus
rapide sur l’argument des coordonnées et faire ¢a un peu avec les mains, quitte & revenir dessus en
cas de questions.

Prouver qu’un objet est constructible en mathématiques n’est pas la méme chose que savoir construire
cet objet. Par exemple, comment construire le pentagone régulier ?

FI1GURE 1.2 — Une construction du pentagone régulier : Construire le diamétre perpendiculaire au
diameétre qui passe par 1, construire le cercle de centre —%i et de rayon %7 puis tracer la droite qui
passe par —1 et —%i. L’intersection de cette droite et ce cercle donne deux points. Tracer les deux
cercles de centre —1 et qui passent par chacun de ces points. Les intersections entre le cercle unité
et chacun de ces cercles fournissent les points voulus. (Pourquoi ?)

Références
[Car81]|[FG94]
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121
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182
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1.5 Sous-groupes compacts de GL,(R)

Développement
Théoréme 1.8. Tout sous groupe compact de GL,(R) est conjugué a un sous groupe de O, (R).

Lemme 1.9. Soit E un espace vectoriel de dim finie, K un compact convexe de E, et H un sous
groupe compact de GL(E), tel que Vh € H h(K) C K, alors il existe k € K point fize & tous les
éléments de H.

Démonstration : (du lemme)
e Soit | || une norme euclidienne sur F, on pose N(z) = sup|/h(z)|| qui est une norme sur
heH

E.

e Si N(zx+y)=N(z)+ N(y) = ||h(z + y)|| pour un h € H
Alors Nz +1) < [h()]| + [h)]| < N@) + Ny) = Nz + ) = [z + )|
Donc [[h(z) + h(y)|| = [|h(z)|| + ||h(y)|| et donc h(z) = ah(y), a > 0, x = ay (h injective)

e Par compacité de K il existe un élément a € K de norme minimale.

e S’il y a deux tels points a, b € K, (si a = ab avec a € R** \ {1} alors N(a) # N (b)) donc
N(=t) = IN(a +b) < L(N(a) + N(b)) = N(a), or “* € K (par convexité) de norme
< N(a), absurde.

e YVhe H N(h(a)) = N(a) (car g — g o h est une bijection sur H), par unicité :

Vh € H, h(a) =a
0

Démonstration : (du théoréme)

e Soit G un sous groupe compact de GL,,(R), on note E I’ensemble des matrices symétriques
de M,(R), on pose ¢ : S : sGHLéng
H = ¢(G) sous groupe compact de GL(E).

e P ={hhT, h € G} est un compact de E, K = conv(P) est donc compact par le théoréme
de Carathéodory.

o ¢oy(gh”) = ghhTg” = (gh)(gh)T € P. Ainsi les éléments de H stabilise P et donc par
combinaison convexe, stabilise les éléments de K, on peut donc utiliser le lemme : il existe
s € K, tel que Vg € G gsg” = s.

e P C S (ensemble des matrices définies positives) convexe, donc K aussi par combinaison,
ainsi s € S;7F, donc il existe r € St r2 =5

) morphisme de groupe continue, et on note

Vg € G

grrgt = rr
rtgr(rgTr Y = 1,
(rtgr)(rTtgr)t = I,
riGr c 0O,
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Complément

Complément 1.10. Soit X C R", alors out point de conv(X) s’écrit comme un barycentre d’une
famille de n + 1 points de X.
Si X est compact alors conv(X) est compact.
P
Démonstration : Soit x = Y A\;x; une décomposition d’un élément = de conv(X) (A; > 0 et
i=1
> A =1), avec p > n+ 1, alors la famille (x2 — x1,...2, — x1) est liée, ainsi il existe des a; non
tous nuls tels que > a;(x; — 1) =0, on pose a1 = — Y a;.
On a alors x = > (\; + ta;)x;, U'un des a; < 0, soit t = min{—i—: a; < 0}, alors p; = \; + ta; sont
de somme 1, positif, et comme le min est atteind pour un j on a p; = 0.
Ainsi on a une coordonnée en moins et on continue par récurrence. [
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1.6

*Table de S,
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1.7 Théoréme de BROUWER

Développement

Théoréme 1.11. Soit n € N*, notons B la boule unité fermé de R™ et S sa sphére unité. Soit
f: B — B continue, alors B admet un point fize

Démonstration :
e On suppose f € C! sur B3 et que f n’a pas de point fixe.
Pour z € B, on note r(x) Uintersection de S avec la demi-droite [f(x),z[, alors r(z) =
f(@) + Xa)(x — f(x)), ou AM(z) > 0 et ||r(x)||* = 1, on obtient ainsi une équation en A du
second degré dont le discriminant est strictement positif, donc A est une application C!, donc
7 aussi sur B.

r(z)

S
FIGURE 1.3 — La boule B, ainsi que ’application r.

e On pose

(2.8) = (=D +ir(a)

En particulier, F( ,0) = idg et F( ,1) = r, de plus, pour x € S et t € [0,1] on a
F(z,t) = x.

e Pour ¢ € [0,1], posons V(t) = [;det 0 F(x,t)dx. La fonction V est une polynomiale. De
plus pour t = 1, B>z F(z,1) = r, n’est pas de différentielle inversible en tout point
z€B (car 'image est incluse dans S, qui est d’intérieur vide ce qui contredirait le théoréme
d’inversion locale si la différentielle était inversible en un point ). Finalement V(1) = 0.

e Appliquons le théoréme d’inversion globale :

— Supposons qu’on ait :

F;(BX[O’” - B >

1
Vn e N* 3t, € }0, } Jz,, € B tel que det O F(zp,t,) <0
n

Alors, par extraction de (z,)n, on aura 01 F(x,0) < 0, ce qui est impossible. Donc il
existe N € N, tel que pour pour tout ¢ < % et pour tout « € B, on ait 01 F(x,t) > 0.

3. On dit que f est C! si elle est la restriction d’une fonction définie sur un ouvert contenant B qui est C1.
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— F( ,t) est injective pour ¢ petit :
F(z,t) = F(y,t), alors (1 —t)||lz —yl| = tl\r(w) —r(y)l < M|z —yl, oa M = Suplldrz\la

it Mt < 1 ainsi

donc ||z — y|| < MLz — y|, or il existe v < 3; tel que pour ¢ < « on ai
F(t, )est 1nJectlve pour 0 <t < a.

— Pouwr t < a, F(x,t) = z pour x € S, par injectivité on a F(t, B)|_|S F(t,B) qui est
compact donc fermé. Donc F(t, B) = F(t, B)( B est un fermé¢ de B. De plus, F(t, B)
est un ouvert par le théoréme d’inversion locale. Par connexité F(t, B) = B.

e Ainsi pour t < «, on peut appliquer le théoréme d’inversion globale et donc par changement
de variable on a V(t) = V(0) # 0, pour ¢ petit, mais V est une fonction polynomiale, donc
V(1) =V(0) # 0, ce qui est absurde. En conclusion, f a un point fixe.

e Si maintenant f est continue, alors d’aprés le théoréme de Stone-Weierstrass il existe une
famille de fonctions polynomiale (p,), tel que p, : B — B converge uniformément vers f*.
Soit x,, un point fixe de p,, alors par extraction, on peut supposer que x,, — x, alors :

[2n—f (@) = |pn(zn) = f(2)] < [f (@)= f(@n)|+]f (@n) =pn(@n)| <[f(@)=f (@) |+ f=Pnlloc =0

On en conclut que f(z) = z.

Références
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4. 1l faut néanmoins s’assurer que ’on peut trouver p, tel que p,(B) C B ce qui n’est pas garanti a priori par
Stone-Weierstrass.. Supposons que l'on ai au contraire ||py,|| > 1 & partir d’un certain rang (sinon il suffit d’extraire).
Alors on remplace py, par p, = ainsi pn, : B — B, de plus p, converge encore uniformément vers f. En effet,

)= 0+ Ifllee (1= 17z) <.

Pn
lPnlloc’

If = Pnlloc < NIf = Prlloc + [lPn —ﬁn”oo <|If = prlloe + lIPrlloo (1 — Hpn“oo
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1.8 Formule sommatoire de POISSON

Développement
Théoréme 1.12. Soit f € S(R), alors 3. f(x +n) =3 f(n)e?™*

Démonstration :
e Soit M > 0 tel que |f(x)] < 2+1 pour z € R. Alors pour K > 0 et pour z € [- K, K|, pour

tout n € Z, tel que |n| > K +1,0on a: \f(m+n)\<m,or:

r+n > —K+n] > 0 si n>0
z+n < K—-n| < 0 si n<0

Donc (z+n)? > (|n| —k)? Donc |f(z+n)| < m, on a donc une convergence normale
sur [— K, K], donc uniforme, et donc simplement sur tout R, notons F' sa limite simple.

e De méme > f'(z + n) converge uniformément sur | — K, K[, on peut donc appliquer le
théoréme de dérivation sur les suites de fonctions, donc F' est de classe C* sur | — K, K|, et

ce pour tout K > 0, donc F est de classe C! sur R.
N+1
. Z flx+1+n)= > f(x+1) en passant a la limite on a F(x 4+ 1) = F(x), F est
n=—N n=—N+1
donc 1-périodique.
e Calculons les coefficients de Fourier de F' :

Cn(F) — /O1 F(t)e—QiTrnt
-y / 1 F(t +n)e~2mmtqt
0
-3 /n+1 f(tye-2mtay
+oon
_ / f(t)€72i7rntdt

= fn)
(grace a la convergence uniforme sur [0, 1])

e F est de classe O donc est égale a sa série de Fourier done Y. f(z +n) = 3 f(n)e2imne
O

Application 1.13. On pose T,, = Z on, € S'(R), pour n € N, alors (T,,),, converge dans S'(R)

k=—n

vers une distribution & qui vérifie 5=146

Démonstration :
e Soit ¢ € S(R), alors T,,(p) = > ¢(n) = é(p) (la série est convergente). De plus :

1 1 w2
5(@) <> lem) < 1FO)+ ) $|n2f(n)| < Iflloo+Ifll20 Y s <3 + 1) max(|[¢|]2,0, l[#[lo,0

nez* nez*
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3p)=0(p) =D ¢n) = n) =6y

Ainsi 6 = 6
0

Application 1.14. On pose 0(z) = 22", alors on a \/s0(e™*") = 0(e~™/*)

Démonstration : On applique la formule de Poisson & f : =z — = S(R), ou o > 0,
f(n) — f:r;o e—at? o—2imnt gy ﬁ fjooj e—u’ g—2imnu/Va g, — \/77/704@*"2"2/0‘

En prenant = 0 dans la formule de Poisson on a z:e*‘)‘”2 = \/w/aZe’”%ﬂ/a, on pose alors
0(z) =S 2", alors \/50(e*") = O(e~"/*), avec o = ws. [J

Remarque

Remarque 1.15. Le théoréme et les deux applications, cela fait trop on pourra par exemple faire
la premiere application dans les legcons 254, 246 et 255 et la seconde dans les lecons 230 et 241
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1.9 Décomposition effective de DUNFORD

Développement

Théoréme 1.16. Soit K un corps de caractéristique nulle, soit E un K-espace vectoriel de dimen-
sion finie, soit u € L(FE) tel que m, est scindé, alors il existe un unique couple d’endomorphismes
(d,n) vérifiant :

eu=d+n

e d est diagonalisable

e n est nilpotent

e dn=nd
De plus d et n sont des polynomes en u et peuvent étre calculés effectivement a l’aide d’un algo-
rithme.

Soit P un polynéme annulateur scindé de u, P = [[(X — A;)* ou les ()\;); sont deux a deux
distincts, on pose :

P
= gy - LX)

On définit la suite (ug)ren par ug = u et upr1 = g — Q(ug)Q’ (ug) !

Lemme 1.17. On a pour tout k € N :
1. L’endomorphisme uy est un polynéme en u.

2. L’endomorphisme Q'(uy) est inversible.

3. Qug) € (Q(u)zk) idéal de Klu] (anneau commutatif).

Démonstration : (du lemme) Par récurrence
e Pour £ =0:
1. ug = w est bien un polynoéme en u.
2. @ et Q' sont premiers entre eux, par Bézout Id = AQ(u) + BQ'(u) et donc BQ'(u) =
Id — AQ(u) or Q(u) nilpotent (en effet il existe r € N tel que P|Q", donc Q" (u) = 0),
donc @’ (u) est inversible (somme d’un inversible et d’un nilpotent qui commutent).
3. Q(u) € (Q(u))
e Si la propriété est vrai au rang k :
1. Q'(ug) est inversible, Q' (ux)™' € K[Q(uy)] done Q' (ux)~* € K[u] (par hypothése de

récurrence), Ainsi :
w1 = up — Qup)Q' (ux) ™ € K[u]

2. Par formule de Taylor (pour les polynémes) :

Q' (wpr1) — Q' (ur) = (wprr — ) S(upr ur) = Qur)Q " (up)R(u) € (Q(u)*") Donc
—— ———

inversible nilpotents

Q' (ug41) est inversible.
3. Par formule de Taylor (pour les polynémes) :
Qurt1) = Qup) + (ups1 — ur)Q (ur) +  (urgr — ur)?®  XT(up, ugy1) € (Q(U)2H1>

=0 uk+1—uk€(Q(u)2k)
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O

Démonstration : (du théoréme)

Q(u) est nilpotent, donc a partir d’un certain rang k € N Q(ug) € (0), ie Q(ux) = 0 et donc la suite
est stationnaire disons au rang ko, on pose d = uy, alors @Q(d) = 0 ie d est diagonalisable, on pose

n =u — d alors
ko—1

n=ug — Uy, = Z u; — u;41 est nilpotent

=0 nilpotent

(d,n) sont des polyndmes en u donc commutent ainsi on a la décomposition de Dunford.

Soit (d’,n’) un autre couple, d’ commute donc avec n’ donc avec u donc avec d (polyndéme en u),
de méme n’ commutent avec n, donc :

d—d =n'—n=0
——
diagonalisable nilpotent

D’ou 'unicité. O

Remarques

Remarque 1.18. On fera attention o l'ordre des étapes dans la récurrence : en effet on wutilise
le fait que w,y1 soit un polynéome en u, dans les étapes 2, et 3, pour dire que S(upt1,un) et
T(up, unt1) sont bien dans k[u], ce qui est fondamentale pour dire par exemple que Q' (upt1) —

Q'(un) € (Q(u)*") = {V(u) 0 Q(w)*" V € k[X)}

Remarque 1.19. On remarquera bien qu’a aucun moment on a eu besoin de connaitre les racines
du polynome. C’est ce qui contribue au caractére effectif de la méthode.

Remarque 1.20. Cet algorithme utilise (sans le dire) la méthode de Newton qui d’habitude sert
a approzimer la solution de Q(x) = 0, ici en un nombre fini d’itérations on trouve une solution
exacte de cette équation.
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1.10 Théoréme des extrémas liés

Développement

Théoréme 1.21. Soit U un ouvert de R", g1,...,qg, des fonctions de U dans R C*, telles que
(dg1, ...,dgr) soit une famille libre, on pose M = {x € U / g1(x) = g2(x) = ... = gx(z) = 0}, M est
k

une sous-variété dont le plan tangent en x est T, M = () ker dg;,, soit f : U — R, C! tel que fim
i=1
posséde un extremum m, alors dfy, € vect(dgim, ..., dgkm)-

R — R

Démonstration : On note G : <
r = (q1(),...95(7))

) qui est une submersion, donc M est

k
une sous-variété, dont le plan tangent est T, M = ker DG, = [ ker dg;,

i=1
Soit v € T, M, alors il existe un chemin tracé sur M ~ : I — M ou I est un intervalle de
R telle que v(0) = m et 7/(0) = v, alors f o~ a un extremum en 0, donc dj;ctw (0) = 0, donc
dfm(v) = 0, ainsi v € kerdf,, Donc finalement T,,M = (\kerdg;, C kerdf,, on conclut que

dfm € vect(dgim, ..., dgrm) grace au lemme suivant : [

Lemme 1.22. Soit @1, ..., 0k, g des formes linéaires sur R™ telles que Nker p; C kerg, alors g €
UECt(SOh XX} ka)

n k
Démonstration : On considére ¢ : <R = R )7
z = (pi(x), . k()
(]Rn > RF+1 ) lications i (par hypothéss)
: applications linéaires qui ont méme noyau (par othése),
Vs e (@), prl@) g(x)) ) PP q yau (par hyp

donc par le théoréme du rang les images ont méme dimension, donc g € vect(p1, ..., pr) O

Application 1.23. Soit f € L(R"), symétrique, alors f est diagonalisable dans une base ortho-
normeée.
Démonstration : On considére h : (Rn - R
= (z]f(x))
S7~1 = g=1(0) est un compact donc h atteint sa borne supérieure en un point y, par le théoréme
des extrémas liés, I\ € R tel que dh, = Mdg,, donc Vv € R™ (v|f(y)) + (y|f(v)) = A2 (y|v) par
symétrie de f, on a Vo € R™ (f(y) — Ay |v) = 0, donc f(y) = Ay de plus y=* est stable par f (car f
symétrique) on conclut donc par récurrence. [J

> Clet g(z)=||z||*-1h, g € C, alors
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[Ave83]
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1.11 Théoréme de STONE-WEIERSTRASS

Développement
Soit X un compact qui a au moins deux éléments.

Lemme 1.24. Soit H une partie de C(X,R), on suppose que :

o V(r,y) € X% v #y = V(a,b) € R? HhEH/{ Zg)) z Z

e V(f,g) € H? sup(f,g),inf(f,g) € H (H est dit réticulée).
Dans ce cas H est dense dans C(X,R) (pour la convergence uniforme).

Démonstration : Soit f € C( R), et soit € >0

Ve e X,Vy #x3h, € H /{ g)) Z ;E;; Notons O, = {z/hy(z) > f(z) — €} ouvert de X, et
z,y € Oy ainsi on a :
x=Jo,

yeX\{a}

Par compacité on a alors :
m
Iy, ym € X /X =[O,

On pose alors g, = sup (hy,) € H. Ainsi g,(z) = f(z) et gz(2) > f(z) —
i€f|1,m]]

On pose maintenant Q, = {z € X / g,(2) < f(2) + €} est un ouvert et = € Q.
Et ce pour tout z € X. Donc par compacité on a :

i=1
Finalement posons g = hr%f |](gy,i) €H.
el|l,n
Vze X f(z) —e<g(z) < f(2) +€ donc Noo(f — g) <€

O

Théoréme 1.25 (Stone-Weierstrass réel). Soit H une sous-algébre de C'(X,R) séparante (c’est-a-
dire que pour tous x,y € X, si x # vy, alors il existe h € H tel que h(x) # h(y)) et contenant les
fonctions constantes alors H est dense dans C(X,R)

Démonstration :
e Soit h tel que h(z) # h(y), on pose g(t) = a + %(b —a) alors g € H, et g(x) = a, et
g(y) =b.
e Sur [—1,1] il existe une suite de fonctions polynomiales (P,) qui converge uniformément vers
x|zl

Soit f € H \ {0}, alors P, (No;f(f)) — le(lf) de maniére uniforme. Donc :

f
Noo(f)

Noo (f) P ) = |/l
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Ainsi | f| est limite d’éléments du fermé H donc |f| € H, dés que f € H.

sup(f.g) = Lol e
inf(f,g) = f+9—2|f—g\ cH

Donc H est ainsi réticulé, donc est dense mais aussi fermé, on a alors H = C(X,R).

O

Théoréme 1.26 (Stone-Weierstrass complexe). Toute sous algébre H de C(X,C) séparante, auto-
conjuguée (stable par conjugaison) contenant les fonctions constantes est dense dans C(X,C)

=
B
|

Hen

%(f) = fQZ‘ €H
de plus séparante car soit h € H tel que h(x) # h(y) alors R(h) ou I(h) sépare z,y, par le lemme
précédent Hp est dense dans C'(X,R), or C(X,C) = C(X,R) +iC(X,R), donc H est dense dans
C(X,R) O

Démonstration : Hg = {h € H h(X) CR)}, pour f € H on a Hy est

[~

Compléments

Complément 1.27. Il existe (P,), une suite de polynoémes qui converge uniformément vers | |
sur [—1,1].

Démonstration : On définit Py = 0 et par récurrence P,y1 = P, + (X% — P,(X)?), alors par
récurrence on montre que 0 < P, (x) < |z, ainsi (P,) est une suite croissante, majoré donc converge
en tout point. La limite simple f vérifiant 22 — f(x)?, donc il y a convergence simple vers | | mais
par le théoréme de Dini la convergence est uniforme. [

Complément 1.28. (Démonstration du théoréme de Dini). Quitte a changer f, en £(fn, — f) on
peut supposer (fn)n décroissante vers 0, alors V,, = {x € X f,(x) < €} est un ouvert, et X =NV,

par compacité X = |J V; = Vi par décroissance, ainsi fn < €, par décroissance pour tout n > N
1<i<N
onal< f,<e

Application 1.29. e Toute fonction continue réelle sur un compact est limite uniforme d’une
suite de polyndome réels.
e Si X CJ0,1[ est compact alors toute fonction continue est limite uniforme d’une suite de
polynoémes a coefficients entiers
e Les fonctions 2w périodiques continues de R dans C sont limites uniformes de polynémes
trigonométriques.
e Toute fonction continue sur un compact est limite uniforme de fonctions lipschitziennes.

Références
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1.12 Théoréme de JORIS

Développement

Définition 1.30. Soit A anneau commutatif et B un sous-pseudo anneau de A®, on dit que B
satisfait (P), si :Va € ANr>0a" € B=a€ B

Théoréme 1.31 (de transfert admis). Si B respecte P, alors B[[X]] respecte P (dans A[[X]])

Lemme 1.32. Soit f € C*(R), et a € R tel que f*(a) = 0 pour 0 < k < n —1, alors il eiste
g € C®(R) tel que f(z) = (z — a)"g(z) de plus g(a) = £ (a)

n!

un—l

n e 1)!f(") (a+ (z—a)u)du O

1
Démonstration : Par formule de Taylor : f(z) = (z — a)”/
0

€C>(R)

Lemme 1.33. Soit D un ouvert de R, f,g € C°(R) vérifiant f est dérivable sur D et f' = g sur

Detf=g=0sur D¢ alors fcCl et f' =g

Démonstration : Soit x € D°, on pose 7(y) = 58’2 (= 0siy ¢ D) sinon soit |a, 8] la compo-
sante connexe de y dans D, supposons y > x, alors par le théoréme des accroissements finis on a
|f(y) — f(a)| <suplgl|ly —a|] < suplg|ly — x|, et donc 7(y) < sup|g| — 0, donc f est dérivable en

et f/(x) = 0= g(a).

PRt
T o

<o

+
B

FIGURE 1.4 — Représentation de la composante connexe de D contenant y, dans le cas ot y € D et
z <uy.

O

Définition 1.34. Soit g € C°(R), on définit les points plats par :

P(g) = {a eR tel que Yy >0 ilg}lmgflev = 0}
® a€P(g) = g(a) =0
e Vk e N* P(g9) = P(g")
o Sige C®(R), P(g)=  (9")" ({0}) ferme.

neN

Théoréme 1.35. Soit f: R — R vérifiant Vr > 2 f7 € C, alors f € C*°.

Démonstration :

5. C’est-a-dire que B vérifie toutes les propriétés d’un sous-anneau sauf éventuellement 1 € B
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f=/f" € C° pour r impair.

On pose D = P(f)¢ = P(f?)¢ ouvert (f2 est C*).

A=C°D), B={f¢cA/3gec C°(R) vérifiant f = g|p et gjp = 0}, alors B satisfait (P)

car :

Si f" € B (pour un r impair, alors f” = g|p pour un certain g € C°(R), alors f = '{/g7|D

fest C sur D : soit a € D, une dérivée de f? ne s’annule pas en a, donc d’aprés le lemme de

divisibilité f2(z) = (z —a)"g2(z), ot g2 € C™ et ga(a) # 0, de méme f3(z) = (z —a)™gs(z),

3

on a alors f(z) = ;2& = (z — a)m_”zz—g;

m —n > 0, donc f € C° sur un voisinage de a.

c=(D) —  AlX]]
(n)

g = > S XT
J(fip)" = J(f[p) € B[[X]], donc par le théoréme de transfert J(f|p) € B[[X]], donc f =
gn|D Ol g, € C°(R)

Par récurrence f € C™ et f(") = g,

sur un voisinage de a par continuité en a on a

On considére J : ( ) est un morphisme d’anneaux

Complément

Ce théoréme de transfert a été admis dans ce développement mais il est bon & mon avis de savoir
le démontrer :

Théoréme 1.36 (de transfert). Si B respecte P, alors B[[X]] respecte P (dans A[[X]])

Démonstration :

fr=al+... € B[X], donc ¥r > laj, € B i.e. ag € B

B'={a€ A/Ym € Napa™ € B} alorsagB’ ¢ B C DB'etl € B:
m=1 apa™EB ag€EB

Soit a,b € B’ : Vr > 2 (ag(ab)™)" = (af~?)(apa™)(aoh™™) € B, et donc ag(ab)™ € B ie
ab e B’

ao(a —b)™ = 3 (M) (~1)™*ag(a*b™*) € B, ic a — b € B'.

k=0
Par récurrence forte on suppose que ax, € B’ pour 0 < k < n,onpose f, = > ax X* € B'[X],
k=0
mrt1) m(r+1)
Vr > 2 aOfT(f _ fn)m(r-‘rl) _ Z (_1)k( A )fm(r+1)_k+r(a0f7]§) c B[[XH
k=0

Donc (agal, ;)" !

récurrence. i
a0f* € B{IX]) et done ( — o) = "+ 32 (~1)*()a§ /" € B[X]

On pose fp, =ap+an 1 X+..., fo= 17, et fn+1X = fn — an, par récurrence si f; € B[[X]],
alors a, € B et (X f,41)" € B[[X]], donc f; ., € B[[X]], donc f € B[[X]]

€ B,Vr > 0, donc apay’,; € BVYm, ie ap41 € B’ ce qui conclut la
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Complément 1.37. Si f* € C* seulement pour n > N pour N € N N plus grand que deuzx alors
f est encore C*

Démonstration : 11 suffit de constater que (f"~1)" pour n > N est C* pour r > 2 (car
r(n —1) > 2n —1 > n > N et donc en utilisant le théoréme "~ € C°, puis on descend jus-
qu’a montrer que f2 est C* et donc que f € C>® [

Complément 1.38. Soit (a;)1<i<n des entiers positifs premiers dans leur ensemble tel que f* €
C*, alors f € C*>

Démonstration : En effet on sait que I’équation n = Y a;b; aura une solution avec b; € N (grace
par exemple & ce développement), et donc f™ = [[(f%)% sera C*° comme produit de fonctions C*> [J

Exemple 1.39. Si f2, et f3 sont C*®, alors f l'est.

Références
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1.13 Théoréme de la base de BURNSIDE

Développement

Soit G’ un p-groupe, on note par Spec(G) I’ensemble des sous-groupes de G maximaux. Etudions
ces sous-groupes maximaux :

Lemme 1.40. Soit H un sous groupe mazimal, alors H < G, et G/H = Z/pZ.

Démonstration . e On fait agir H sur G/H par multiplication des classes & gauche, on a
par la formule des classes : 0 = Card(G/H) = Card(G/H)" [mod p|, ainsi p|Card(G/H)™.

gH € (G/H)" <= Vh € HhgH = gH <= HgH = gH <= Hg = gH <= g € Ng(H)
Ceci démontre que Ng(H)/H est en bijection avec (G/H)® donc par égalité des cardinauz :

CardNg(H) = CardH x Card(G/H)"
N————
>p

Ainsi, Card(Ng(H)) > CardH donc :
HC Ne(H) C G

Par mazimalité No(H) = G, d’ov H<G.
o Comme H est maximal G/H n’a pas de sous groupe propre (correspondance des sous groupes
de G/H ), donc G/H est cyclique et pour des raisons de cardinalité G/H = Z/pZ.
a

Théoréme 1.41. Les parties génératrices minimales de G ont le méme cardinal.

Démonstration . Posons

p(@) =(H

HeSpec(G)

Alors o(G) est un sous-groupe distingué de G, notons 7 : G — G/¢(G) la projection canonique.
Soit H € Spec(@), G/H est abélien (voir lemme 1.40), donc D(G) C H®, donc D(G) C ¢(G),
donc (G/o(G),+) est abélien, en particulier c’est un Z-module.
Soit H € Spec(G), on note 0 : G — G/H = Z/pZ la projection canonique. Pour tout x € G,
o(aP) = po(x) =0, ainsi 2P € kero = H, ainsi

Ve e G, zPep(Q) doncpr(z)=0

Ainsi la structure de Z-module sur (G/p(G),+,-) passe au quotient, (G/p(G),+,-) est en fait un
F,-espace vectoriel de dimension finie, dont toutes les familles génératrices minimales (pour la
structure d’espace-vectoriel donc pour celle de groupe) sont des bases, et en particulier ont donc le
méme cardinal.l]

On a démontré le théoréme dans le cas particulier de G/¢(G), le lemme suivant conclut la preuve :

Lemme 1.42. (g;);cs est génératrice de G si et seuleemnt si (7(g;))icr est génératrice de G/o(Q).

6. On note D(G) le groupe dérivé de G.

34



Démonstration . = : Evident car 7 est surjectif.
<= : Si(g;) pas génératrice, on crée une suite de sous-groupes :

Ho={(g;)i) S H1 C...C H, CG

Ce processus s’arréte nécessairement (car G est un groupe fini et a donc qu’un nombre fini de sous-
groupes).

On a donc construit H € Spec(G) qui contient les (g;), ainsi o(G) C H C G, et 7(H) C 7(G),
(par correspondance des sous groupes de G/o(Q)), ainsi w(H) D (7(g;))icr n'est pas une famille
génératrice.l]

Remarque 1.43. Présenté a l'oral de la legon d’algébre (101), note : 18.25/20
Seule question posée lors de ce développement : « Ré-expliquez pourquoi G/H = Z/pZ. ».

Remarque

Il faut savoir bien mettre en place la formule des classes, de plus il faut savoir démontrer la carac-
térisation des sous-groupes de G/H par les sous-groupes de G contenant H.

Lecons concernées
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1.14 Automorphismes de 5,

Développement

On définit Int(S,) comme l’ensemble des automorphismes intérieurs de S,,. Posons Papplication

suivante :
<Sn — Int(S,) )
\Ij : -1

« = 0= aox

Alors ¥ est un morphisme surjectif, et bijectif dés que n > 3 : S, ~ Int(S,,), de plus Int(S,) <
Aut(S,,)

Lemme 1.44. Soit ¢ € Aut(S,). On définit Ty, comme l'ensemble des éléments de S, qui sont
produits d’exactement k transposition(s) a supports disjoints. Si o(Ty) C Th, alors ¢ € Int(Sy)

Démonstration . Ecrivons les images par ¢ des premiéres transpositions :

§0(172) - (a17a2)

»(1,3) = (¢b) mais (1,2), (1,3) ne commutent pas.

»(1,3) = (a1 asz) donc leurs images non plus donc support non disjoints.

©(2,3) = (a2, a3)

p(1,4) = (a1,a4) (1,4) commute avec (2,3) mais pas (1,2), donc de méme pour leurs images.

Par une récurrence, on montre que o(1,4) = (a1, a;), ot a; & {ay,...,a;—1}. Posons alors a(i) = a;,
on a que o € Sy,. De plus, p(1,1) = (a(1), (i) ) a(1,i)a=t. Donc on a

@\G:\P(a)lG OﬂG:{(lvi)v (RS [[1777’]]}
Comme G est une famille génératrice de S, on a o = V(a) € Int(S,).0
Théoréme 1.45. Pour n # 6, on a Aut(S,) = Int(Sy).

Démonstration . Soit ¢ € Aut(Sy,)\Int(Sy) et T une transposition. Alors, ¢(7) est encore d’ordre
deuz (par automorphie), donc est dans l'un des Ty, de plus les automorphismes laissent stables les
classes de conjugaison, donc p(T1) = Ty, (avec k > 2). En particulier, T1 aura le méme cardinal

que Ty, soit :
n _ i n\/n—2 n—2k+2
2)  k'\2 2 ) 2

an=1) 1. (o241
— 5 = 2k k!
n—k)!
gh-1  _ (n2),..(nk+1)<7§_2:))!k!
ok—1  _ (n_2)...(n—k+1)(n;k

Donc k =3, ainsi 4 = (n — 2) (”gd), 24=(n—-2)(n—3)(n—4)(n—75) doncn =6. On conclut par
contraposée. [1
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Théoréme 1.46. De plus, Aut(Sg) # Int(Ss), plus précisément Aut(Sg)/Int(Ss) = Z/27.

Démonstration . e On considére laction fidéle transitive de PG Lo(F5) sur P*(Fs), ainsi on
a un morphisme injectif I1 : PGLy(F5) — S(PY(F5)) = Sg, [PGLy(F5)| = 22529 = 120.
Ainsi, l'image de 11, noté N, est un sous-groupe d’indice % = 6 de Sg qui ne stabilise
aucun élément élément de [[1,6].

e Posons f le morphisme suivant :

f:(SG — S(SG/N):SG>

o — (aN+—oaN)

Soit o € ker f, alors N =0oN, et donc o € N, ainsi ker f C N, ker f <1 Sg, |ker f| <120, f
est donc injectif, et donc f € Aut(Sg), (quitte a renumérotant en prenant N =1).
Vo € N, f(o)(1) = 1, si on avait f = p,, alors f(o)(1) = 1 = aca™*(1), donc a=1(1) =
oa=1(1), donc tout les éléments de N stabilisent a=1(1) ce qui est absurde donc f € Aut(Se)\
Int(SG).

o Soit o € Aut(S,) \ Int(S,), alors par le lemme 1.44, f~op(T1) = T4, et donc f~Lop €
Int(Se), ie v € fInt(Sg). 1l y a donc deuz classes de Aut(Ss) modulo Int(Se).

(]

Compléments

Remarque 1.47. On peut aussi s’intéresser aux automorphismes de A,, pour n # 6 on a aussi des
automorphismes « pseudo-extérieurs »de la forme o — Too o7t ouT € S, \ Ap, et c’est tout.

Donc pour n#6 on a :
Aut(Ay,)/Int(A,) =Z/27

Pour n # 6 on a d’autres types d’automorphismes extérieurs : les automorphismes extérieurs de
Se restreint & Ag”, ainsi que ceux-la composés avec des automorphismes « pseudo-extérieurs ».
Finalement on a :

Aut(Ag)/Int(Ae) = Z/27 x Z./27

Démonstration . (rapide) Pour le démontrer on procédera de la méme maniére si un trois-cycle
est envoy€é sur un trois-cycle, alors l’automorphisme est intérieur ou « pseudo extérieur ». Et en
notant Ty, U’ensemble des permutations produit de k 3-cycles a supports disjoints, si |Ty| = |11 alors
par un argument combinatoire on a k =1 sin # 6, et k € {1,2} si n = 6. Puis on vérifiera que
Uautomorphisme extérieur & Sg trouvé précédemment envoie bien un 3-cycle sur un produit de deux
3-cycles. En bourrinant par exemple ; on peut programmer tout ¢a avec un logiciel de calcul formel
comme Sage :

7. En effet la restriction & un tel automorphisme & Ag aura pour image un sous groupe d’indice 2 de Sg, donc
nécessairement Ag.
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=

K=GF(5) #Fabrication du sous—groupe N
A=MatrizSpace (K,2,2)

3| B=MatrizSpace (K,2,1)

L=[]
P=[]
MeIB(10, 1) B([1,0]) BUH 1) B(12,11) B3, 11) B(14,1))]
if det(C)::O:
c=1
else:
c=0
for k in [2..4]:
for D in P:
if C==kxD:
c=c+1
if ¢c==0:
Pllen(P):]=][C]
N=[0,0,0,0,0,0]
for i in [0..5]:
for j in [0..5]:
for k in K:
if M[j]==k«CxM[i]:
N[i]=j+1
L[len(L):]=[Permutation(N,6) ]

Q=[] #Fabrication du groupe quotient
S=SymmetricGroup (6)
R=[]
for s in S:
if (s in R)==false:
print s
M=)
for a in L:
p=S(a)*s
M[len (M) :]=[p]
Rflen(R):]=[p]
Q[len (Q) <]~ (M)
if len (Q)==6:
break
@interact #Calcul de [ automorphisme
def psi(s=input_ boxz((1,2,3))):
p=S(s)
0=[0,0,0,0,0,0]
for ¢ in [0..5]:
a=Q[i[[0]*p
for j in [0..5]:
if (a in Q[j])==true.

Ofi]=j5+1
b=S(Permutation (0,6))
return (b)
aut.py
Résultat :
(1,5,4)(2,3,6)
0
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1.15 Théorémes de WEIERSTRASS et d’OSG0OOD

Développement

Théoréme 1.48 (Weierstrass). Soit U un ouvert de C et soit (fn)n une suite de fonction holo-
morphes convergeant vers f uniformément sur tout compact, alors f est holomorphe sur U et f],
converge uniformément vers f’ sur tout compact de U.

Démonstration : Soit 7' un triangle, alors [, f(2)dz = lim [, fu(2)dz = 0, donc f est holo-

morphe sur U (Morera)
O

Théoréme 1.49 (d’Osgood). Soit U un ouvert de C et (f,)n une suite de fonctions holomorphes
sur U qui converge simplement sur U, alors il existe un ouvert dense de U sur lequel f est holo-
morphe

Démonstration :
e Soit O un ouvert de U, par continuité des (f,,) on définit pour k € N, Fj, = {x € O,Vn, |f.(2)| <
k} est un fermé de U, de plus (F}) est une suite croissante pour I'inclusion. Pour tout = € O,
fu(x) = f(x) done (| fn(2)|)nen est une suite bornée disons par un certain k entier naturel,

donc z € Fy, donc O = | Fy
kEN
e O est un espace de Baire (car ouvert de C) donc par le théoréme de Baire il existe un k

tel que Fy, #* Q dans O, mais O est un ouvert de C donc E, # () dans C. Soit © une boule
ouverte dans F}, grace a la formule de Cauchy on a :

1 R,

Vz € Q, Vn €N, fn(z):%7T o — 2

De plus les (f,,) sont uniformément bornées sur 2 en module par k on a ainsi :
Vw € 90 &2, [
Vw € 00| 2| < ko

fw)

sur 99 (compacte). Donc par convergence dominée f,(z 2”7 90 —rdw donc par unicité

< d(z,kéQ) or w m est une fonction constante donc intégrable

de la limite on a f(z) = 5 [, & f(w) ~dw donc par le theoreme de Morera f est holomorphe

sur {2 et ce pour tout Q) boule ouverte dans Fk, donc f est holomorphe sur Fk

e Notons maintenant V' la réunion de tous les ouverts sur lequel f est holomorphe, V' est ouvert
et par propriété locale de I’holomorphie f est holomorphe sur V, de plus VN O # 0 et ce
pour tout ouvert O de U, ce qui prouve que V est dense.
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1.16 Sous-espaces de C(R,R) stables par translation

Développement

Théoréme 1.50. Soit F' un sous-espace vectoriel de E = C(R,R) de dimension finie n, les trans-
lations de E sont les endomorphismes définis pour a € R par :

P E — r
“\f = e flzta)

F' est stable par toutes les translations si et seulement si F' est exactement [’espace des solutions
d’une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre n & coefficients constants.

Démonstration . Si F' est l'espace des solutions d’une équation différentielle homogéne d’ordre
n, alors par le théoréme de Cauchy-Lipschitz F' est de dimension n et est stable par translations.

Si F est stable par translations, soit (fi,..., fn) une base de F, alors :
VaeR V(i k)e[l,n]> 3Tbir(a) €R tel queVr eR  fi(x me
On pose B(a) = (bik)ir et Fi(x fo fr(t)dt, Fy, € CY, alors on a en intégrant F;(x + a) —

Fi(a) = élbik(cw Fy(z)

De plus la famille (F;); est libre car : <ZaiF¢ =0 = 2:(11]”7 = 0>
i=1

en dérivant ;

Lemme 1.51. Il existe (x1,...,2,) € R" / A = (Fi(z;))1<i,j<n S0it inversible.

G - R
Démonstration . On pose G = vect(F1, ..., F,), soit x € R, on pose &, : e G*,
considérons H = (0,)zer alors H+ = {0} (f tel que 0,(f) =0, Vo = f =0), or :

dim G* = n = dim(vect(H)) + dim(H™')

——

0
Ainsi H est une famille génératrice de G*, donc on peut trouver (x1,...,Ty), tel que (6gy,-..,0z,)
soit une base de G*, soit (¢1,...,9n) Sa base antéduale, on note A la matrice de passage de

n

n
(91,---39n) 0 (F1,..., Fy), alors F; = Y agigr, soit Fi(x;) = 3 aki gr(z;) = a;;,0
k=1 k=1 SN——
6kj

On pose C(a) = (Fy(xj+a) — Fi(a))i1<i j<n alors on reconnait : C(a) = B(a)A. Les F; sont C*,
et donc a — C(a) aussi, donc a — B(a) = C(a)A™" aussi, donc b;j aussi, ainsi :

as fia szk )yec!
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n

De plus, en dérivant en a au point 0, on a fl(x) = > b, (0)fx(x) donc f] € F, donc en notant

D : C* — C* l’endomorphisme de dérivation, on o D(F) C F.

On note 7 le polynome minimal de D|p, et d = d°x, alors F' = kern(D|r) C kerm(D), on a donc
que n = dim F' < dimker 7(D) = d par le théoréme de Cauchy-Lipschitz. De plus, d < n (le degré
du polynome minimal est plus petit que la dimension de Uespace, par Cayley-Hamilton).

Donc finalement n = d, et donc F = kern(D) est donc exactement ’ensemble des solutions de
l’équation différentielle linéaire homogéne d’ordre n o coefficients constant donné par le polyndéme
w. O

Lecons concernées

151
154
159
221
228
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1.17 Loi de réciprocité quadratique

Développement

Théoréme 1.52. Soient p, q¢ deux nombres premiers impairs distincts on a :

(p) _ (p) " (_1)<p—111(q—1>
q q
Démonstration :

o l{z e, /pa® =1} =1+ (2)
e Notons S = {(x1,...,2,) € F? | Y a7 = 1}, alors le groupe (Z/pZ, +) agit sur les éléments
de S par permutation circulaire :

Tf . (Il, cen ,mp) = (l‘1+k, cen ,.Z‘p+k)
Il y a alors deux types d’orbites :
— Celles ou il y a un élément avec deux coordonnées différentes, soit = un représentant
d’une telle orbite, alors stab(x) est un sous-groupe strict de Z/pZ, et donc stab(x) = {0},

7./ pZ
et donc |w(z )‘:#{;(r‘):

— Celles dont toutes les coordonnées sont égales entre elles, on a donc pr? = 1
A1n51S_1+( )+0 mod p

e Posons d = %, a= (-1 et A= diag <<(1) (1)) ey <(1) é) ,a) € M,(F,)
I, et A sont deux symétriques inversibles de méme déterminant donc sont congruentes, donc
il existe P € GL,(F,) tel que I, = PTAP, or X € S si et seulement si XTI, X =1 si et
seulement si (PX)TA(PX) = 1, ainsi si on note S’ = {Y /YTAY =1}, on a |S| = |5/

Notons y = (yl,z17y2722,. -Yd, 2d,t) un élément de F?, alors y € S’ si et seulement si
2(y121 + - -Yaza) + at? = 1, dénombrons de tels elements
— Siyy=ys=...=yg=0,alorsilyal+ (5) facons de choisir ¢, et ¢? fagons de choisir

les z;, soit ¢% (1 + (%))

— Dans le cas ott I'un des y; est non nul, alors on a g% — 1 choix pour les y;, ¢ possibilités
pour ¢, et & y1,...,Yyqd,t fixés on a z = (z1,...24) qui doit appartenir & un hyperplan
affine de Fg, soit ¢?~! possibilités. Ce qui fait en tout ¢?(¢? — 1)

s (e (5) )
- ((5))
() () () mons
()G

5]

I
—_
_l’_
N
IS
~——
X
T
=
=]
g
[V
g8
o)
Q.
3



X (—1)711)2;1 mod p, d’ou Pégalité (les nombres étant a valeurs dans

Remarques

Ce développement est trés joli, il utilise des actions de groupes, du dénombrement, la classification
des formes quadratiques sur les coprs finis. Et c¢’est pour moi I'occasion de vous conseiller I’excellent
livre Histoire hédonistes de groupes et géométries.

Références
[CG13]
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1.18 Déterminant et conique

Développement

Soient 3 points P, P>, P3 non alignés dans un plan affine d’un corps K de caractéristique nul. On
se place dans les coordonnées barycentriques du repére qu’ils forment. Soient M, N de coordonnées
barycentriques (x,y, z) (2',y’, 2") distincts des trois points.

On suppose que la droite (P; M) intercepte la droite (P;Py) i, j, k étant deux & deux distincts et on
note M; le point d’intersection de méme pour N.

FIGURE 1.5 — Le triangle P, P, Ps, les points M et N, ainsi que la conique (ici une ellipse) passant
par N;, M; pour i € [1,3].

Théoréme 1.53. Sous ces conditions les points My, Mo, M3, N1, No, N3 sont sur une méme co-
nique.

Démonstration : NN

e Dans les coordonnées cartésiennes du repére (Py, Py Py, P; P3) une conique C est définie par
le lieu des points de coordonnées (u,v) vérifiant au? + buv + cv? +du+ev+ f = 0 ot (a, b, ¢)
n’est pas le triplet nul.
Le passage des coordonnées barycentriques (X,Y, Z) dans le repére (P, P, P3) aux coor-
données cartésiennes est donné par u = ﬁ et v = ﬁ en remplagant on obtient
que la conique C est le lieu des points de coordonnées barycentriques (X,Y, Z) vérifiant :
aX?+BY2 +~yZ2 +8YZ +eXZ +C¢XY =0oi a, B,7,0,€,C ne sont pas tous nuls.

e Les points P;(1,0,0) M(z,y, z) et M1(0,y1, 21) (sa premiére coordonnée est nulle car M est
sur la droite P, P3) sont alignés donc leur déterminant est nul ainsi (y;, 21) est proportionnel
a (y, z) donc égal (par homogénéité). Donc M; est sur C si et seulement si Sy +v22+dyz = 0
par permutation des points on obtient un systéme de 6 équations d’inconnues (a, 3, ..., ()
dont le déterminant est :
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[\v]

0 3?2 =z Yz 0 0
2 0 22 0 Tz 0
A 2 yr 0 0 0 zy| |A B
- y/2 12 y/Z/ 0 0 - C D
22 0 22 0 a2 0
£E/2 y/2 0 0 0 x/y/
avec B et D des matrices commutantes (car diagonales).
A B
Lemme 1.54. c D= det DA — BC
. . . I, -BD™Y\ (A B A—-BD7'C 0
Démonstration : Si det D # 0 alors : (0 I ) (C D> = < c D
donc C g’ =det Ddet(A — BD71C) = det(DA — BC) (car B, D commutent)
Sinon on pose P = det D x <‘é IB;' —det DA — BC) € Klz,2',y,y, 2, 2'] est le polynome

nul, par intégrité de Kz, 2’ y,y’, z, 2], on obtient ’ B‘ =det(DA— BC) O

C D
e D’aprés le lemme 1.54, on a donc :
0 yy'(y2' —2y)  22(2y —y?)
A = |za'(xz' — za’) 0 22 (za! — x2')
wx'(wy' —ay') gy (ya' — zy') 0
0 (yz' —2y')  (2y —y2')
= xx'yy' 22" |(z2' — 2a') 0 (22’ — x2')
(xy —ay') (ya' —xy) 0

=0 en faisant C1 + Cy + C3 — C4

e Donc le déterminant est nul, donc il existe une solution non nulle, ce qui donne bien une
conique.

Remarques

Remarque 1.55. Ce développement présente ¢ mon sens deux intéréts : l'utilisation des coordon-
nées homogénes pour avoir des équations symétriques, et de donner une application pratique a la
formule des déterminants par blocs 2 X 2 (ici on a donné une preuve plus simple en utilisant la
structure polynomiale de la situation).

Remarque 1.56. Je profite de ce développement pour signaler que le livre de [Eid09] est une vraie
merveille.

Références
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1.19 Dénombrement des polyndémes irréductibles unitaires dans
F,

Développement

Soit [y un corps de caractéristiques p, on note I’ le nombre de polyndomes irréductibles, unitaires
de F,[X] de degré n. On note p la fonction de Mébius, multiplicative : y(mn) = p(m)u(n) si m et
n sont premiers entre eux.

Lemme 1.57. Soit G un groupe abélien et f : N* — G et g : N* = G, si f(n) = >_g(d), alors
d|
g(n) = %M(%)f(d)

Démonstration :
e S(n) = > pu(d), S(1) =1, et S(n) = 0n > 2, S est multiplicative, et S(p®) = 0, pour p
d|

premier et o > 1

o > u(d)f(F) = 2pl(d) X2 g(d) = > g(d)S(F) = g(n) x 1
d|n dln % d’'|n

O

Proposition 1.58. X?" — X =[] [[ P
d|nPerd

Démonstration :
e Il est clair que X?" — X n’a pas de carrés dans sa décomposition en éléments irréductibles,
car il est scindé & racines simples
e Soit P un polynéme irréductible divisant X9" — X de degré d, soit  une racine de P dans
une cloture algébrique du corps, alors P (étant irréductible) est le polynéme minimal de z,
on a alors n = [Fgn : Fy| = [Fgn : Fy(x)] [Fq(x) : F], donc d|n
—_——

d
e Réciproquement soit d|n et P un polynome irréductibles de degré d : soit x une racine de P,
donc P est son polynome minimal, ainsi Fy(z) = Fya C Fyn, car d|n ainsi toute racine de P
est racine de X9" — X, par séparabilité P|an - X
O

Théoréme 1.59. Le nombre de polynémes irréductibles unitaires dans F, de degré n est :
1 ny\ 4
()
d|n
Démonstration : En passant au degré dans la proposition précédente on a :

v =y
d|n
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On utilise alors la formule d’inversion de Mobius on a donc

d
pusn
d|n

Application 1.60. )" est toujours non nul, donc on peut toujours trouver un polynome irréductible
de degré n sur F,, et on peut donc construire Fpn par quotient.

Références
[FGO4]
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1.20 Simplicité SO, (R) pour n impair

Développement

Théoréme 1.61. SO, (R) est un groupe simple, pour n impair.

Démonstration :

Soit G < SO, (R), différent de {I,}, et soit w € G\ {I,}, V = ker(w — I,,), alors 1 <
d = dimV < n—1, (en effet w # I, et w est semblable & Diag(Ry,, ..., Ro., La, —I1),
(Rg € SO2(R) \ {£I,}), alors par detw =1 on a k pair, et par imparité de n on a d > 1
Soient (eq,...,e,) la base canonique de R™, pour I C [|1,n|] de cardinal d on pose W; =
vect{e; i € I}, ainsi il est clair que Re; = [ Wi, réindexons les éléments de la forme Wy
1/i€l

en Wh,...,W,
Soit (fi, ..., fa) une base orthonormée de V' (par Gram-Schmidt), que ’on compléte en une
base orthonormée de R™ : (f1,...fn), idem pour W; : (ff,..., f/) on considére lapplication
linéaire g; : (fr — fi.) € On(R), et quitte a changer f) en —f), g € SO, (R) et g;(V) =W;
on pose w; = giwgfl € G, alors ker(w; — I,,) = W;
Considérons ¢ : (SO"(R) - 1 ,1G 1 1) ect

g = gwigTwy e gwrg Wy
De plus (I,, + h)w(I, + h)"tw=t = I, + h — whw™! + o(||h]]), donc

son(R) — son(R)
donc | S - Y wihe !
i=1

h € kerdy;, <= hr = Zwihwi_l

i=1

Soit h € kerdyy, on considére la norme euclidienne ||A| = VirtAA qui est invariante par
conjugaison par un élément de O, (R), on a :

T
g wihw; !
i=1

Il y a donc égalité dans I'inégalité triangulaire d’une norme euclidienne donc :

T

I
< lwiheo; | + Z wihw; | < Z\lehwfl\\ = 7|l
j=1, j#i j=1

[l =

IA>0 wihwi_l = A Z wjhwj_l
J=1, j#i
1+ )\)wihwi_l = )\ijhwj_l = \rh
j=1
11+ Nwshw; H| = Allrh]|
L+ N[Al = Ar(h|

e Ainsi h = 0 ou 1 + A = Ar dans tous les cas h = wihwi_l, donc h commute avec w; et

ce Vi. Donc h stabilise W; = ker(w; — I,,) donc stabilise par intersection Re;, donc h est
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diagonalisable tout en étant antisymétrique (h € T, O, (R) = so,(R)), donc h = 0, donc
on peut appliquer le théoréme d’inversion locale : ¢ est un C'-difféomorphisme local sur un
ouvert de I,, de SO, (R) dans un ouvert de G, en particulier G est d’intérieur non vide

e G = |J gG est ouvert car x — xg est un homéomorphisme donc transforme un ouvert en

geG
un ouvert.

e SO,(R)\ G = | ¢gG est réunion d’ouvert donc est ouvert, ainsi G est a la fois ouvert et
9¢G
fermé de SO, (R).

e Enfin SO, (R) est connexe par arc (grace a la décomposition des matrices de SO, (R) on
peut les relier contintment a I,,) donc connexe, donc G = SO, (R).

Remarques

Remarque 1.62. Présenté a l’oral d’analyse (204). Note : 17/20 (en utilisant directement la stricte
convexité de la norme euclidenne au lieu de la redémontrer sans le dire en passant par le cas d’égalité
dans inégalité de Cauchy-Schwarz).

Seule question posée lors de cette oral a propos de ce développement : « pourquoi SO, (R) \ G =

UgG?»
9¢G

Références
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1.21 Meéthode du gradient optimal

Développement
Soit J : RP — R C" que 'on suppose elliptique c’est-a-dire :
Ja >0/ (VJ(z) = VI(y) |z —y) > allz —y|* Yz, y € R"
On cherche & approximer de maniére itérative le minimum de J.
Théoréme 1.63. On définit la méthode du gradient & pas optimal par ug € RP et upi1 = Uy —
p(un)v‘](un) ol p(un) Uémﬁe ; dip‘](un - pv'](un)) =0
Alors J admet un minimum, cette méthode est bien définie et u, tend vers le minimum de J

Démonstration :
e Par la formule de Taylor on a :

Jw)—=Jw) = /O<VJ(u+t(U—u))|v—u)dt
!
= (VJ(u)|vfu>+/0 ¥<VJ(u+t(’U7’LL))7VJ(U)|t(’U*U)>dt

1
> (VJ(u)|v—u>+/ ot|[u — v||2dt
0

J@)=Jw) = (V@) | —u)+ 5 u—v|?

Donc pour v # wona J(v)—J(u) > (VJ(u) |v —u) et donc J est strictement convexe, de plus
pour u=0ona: J(v) > J(0)+(VJ(0)[v)+§[lv]* = J(0) = [VI ()] x [[v]|+ 5 lv][* = +o00

e En dehors d’un compact J > J(0), et dans ce compact il y a un minimum, soit donc u est un
minimum de J, alors on a : J(v) — J(u) > (VJ(u) |v — u) = 0, donc le minimum est unique.

e Par restriction a une droite affine, on a encore une fonction strictement convexe sur R donc
atteint son minimum en un point unique, donc la méthode est bien définie.

e En dérivant par rapport & pon a (VJ(uy) |VJ (un, — pVJI (uy,)) = 0soit (VJ(uy,) VI (Unt1)) =
0 donc (up41 — up |J(uns1)) =0, done J(uy) — J(tng1) = §|uns1 — tnl?

e J(uy) est une suite décroissante et minorée par J(u) donc converge, ainsi J(uy,) —J (tp41) —
0.

e Mais alors u, est borné, (car sinon J(u,,) — +o0c) Heine sur un compact : V.J est unifor-
mément continue, up41 — Un, — 0 donc VJ (upt1) — VJ(uy) — 0.

o IV (un)|* = (VI (un) [V (un) ) = (VT (un) [V () = T (ng1)) < [V () | <[V (un) =
VJ(tn41)] done VJ(ur,) — 0 et

o ofluy —ull? < (VJ(un) = VJI(u) [un —u) < [VI(un)ll x [un — ul| Ainsi [Ju, — o <
LIV J(u,)| donc u, — u.

Complément

Complément 1.64. Soit A € ST et b€ R™, considére J(u) = & (Aulu) — (b|u) alors la méthode
du gradient converge vers X ot AX =b.
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Démonstration : Tout d’abord J € C! et VJ(u) = Au — b, donc pour le minimum X (s'il existe)
ona AX =bde plus et on a :

(VI (1) = V() [u—v) = (Alu—v) [u— ) > Au -]

Pour A la plus petite valeur propre de A, on a donc le caractére elliptique.
De plus on cherche a avoir 0 = (VJ (upt1) [V (un)) = (Aun, — A (p(un)VJI (uy)) — b|]Au, —b) on

pose v, = Au,, — b alors on a |[w,||* — p(u,) (Aw, |w,) = 0, donc p(u,) = % O

Références
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1.22 Théoréme de GROTHENDIECK

Développement

Théoréme 1.65. Soit p > 1 et (2, 1) un espace probabilisé. Soit F un sous-espace vectoriel fermé
de LP = LP(Q, ) inclus dans L (u), alors F est un espace vectoriel de dimension finie.

Démonstration :
e Considérons i : ' — L. Soit (f,,i(fn))n une suite d’éléments du graphe de ¢ qui converge

vers (f,g) € F x L*. Alors f, L f, et donc par extraction f,, converge vers f presque
partout, ainsi f = g, donc le graphe de i est fermé, donc d’aprés le théoréme du graphe
fermé (F' est un fermé d’un complet donc complet, tout comme L) ¢ est une forme linéaire
continue, donc il existe K tel que :

VieF |[[fllee < Klflly

2

. 2.p 2-p . . L.
o Sip <2 alors [, [fPdu < (f, |f717)%) oy du) 3", ainsi [[£]l, < [l ainsi :
1flloe < K f]2

Si p > 2, alors pour presque tout x € €, donc |f(2)[P < ||f|[552[f(x)]?, et donc : ||f]|5 <
IFIES2I£113, ainsi : [|fllee < KEP|fI5 < KP[IFIE2]1£]3 d’ot :

[ £lloe < KP/2(|£]l2
En posant M = maz(K,K%) on a :
[flloo < M fll2

e FCL®CIL?
e Soit (fi)1<i<n une famille orthonormée dans L? de fonction de F. Pour ¢ € Q", on considére
N, de mesure nulle telle que pour z € Q\ N, on ait :

3 @) < 1S el

Et On pose ' =Q\ ( U N¢) de mesure 1.
ceQn
Vre VeeQ"ona:

1> af@I <Y cfi@l <1 eifillo < MY cifillz =My leil?

Par densité de Q™ dans R™ on a encore :

Vr € Q' Ve e R” |Zczfl(x)|§M Z|0i|2

e Prenons maintenant ¢; = f(x), on a alors :

(S h@?) <MY fiep

Soit : >° f2(z) < M?, que 'on intégre sur Q' de mesure 1, on a ainsi n < M2, donc F est de
dimension finje.
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Attention

Remarque 1.66. On fera attention : il semble qu’il y ait une erreur dans le livre de Zavidovique,
ce n’est pas parce qu’on a |fi(z)| < ||fillo pour tout x et pour tout i, que cette inégalité est encore
vraie pour des combinaisons linéaires de ces f;, (on peut trouver des contre-exemples).
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1.23 Marche aléatoire en dimension > 3

Développement

Théoréme 1.67. Soit d > 3, on définit une marche aléatoire sur Z¢ par Xo = 04 et par Xp41 =
X, +0, oules (6,) est une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la uniforme & valeurs

dans {£ey,...£eq}, ou(eq, ..., eq) estla base canonique de R?, alors P(X,, = 0 une infinité de fois) =
0.
Démonstration :

e On calcule ¢ la fonction caractéristique de 6; :
1
o(t) = ﬁz:exp(i (tlej)) +exp(—i(tle;)) dZCObt

Alors par indépendances des 6,, on a :

wx, (t) Z P(X,, = k) exp(itk)

kezd

e En utilisant le fait que la somme de tous les possibles soit égale & 1 on a :

1
=1
27r /[ o Z |P( k) exp(itk)| = (27T)d /[ﬂm]d dt

On peut donc appliquer Fubini :

1 1 ‘ ) )
@2n)d /[m]d ox, (t)dt = ZP(Xn =k) ) /[m]d exp(itk)dt = P(X,, = 04)

k

e Puis en utilisant le théoréme de convergence montone on a :

1 2n _ L 2n
> P(Xon=04) =Y @) /[_m]d o(t) 2 dt = @) /[_Tmr]ngz)(t) dt

Or pour presque tout ¢ € R, |o(t)| < 1, donc Y ¢(t)?" = #2(15)

1

e Montrons que 1= Togz est intégrable sur [—7,7]¢, pour cela il suffit de montrer que c’est le

cas au voisinage de (£m,...,%7m) et de 04 mais on a ¢ (t + Y, +e;m) = —p(t) donc par
translation il suffit de le faire en 04 :
@ € C'* par développement limité on a :

@(t)=;<zl_t§+o(ti)>:l WIE 1 oy

Donc ¢?(t) = 1 — [|t||*/d + o(]|t||?) donc
> P(Xon = 04) < +o0.

% ~ W est intégrable en 04 car 2 < d, ainsi

8. Attention les 4 ne sont pas forcément les mémes au sein d’un méme vecteur.
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e Notons pour k € Z¢, Ny =|n € N / X, = k| = 3 1yx,_p}, alors ENg = > P(X,, = 0) <
+00, donc P(Ny = +00) = 0 et ainsi P(Ng < +o00) = 1.
e Pour k € Z%, 1 =Y |kjl, alors P(X; = —k) > 0, et pour n >l on a :

P(X,_ =ket X, =0) = P(Xp_=Fket by 1s1+...0,=—k)
P(X,_p = k)P(X, = —k)
< P(X,=0)

Et par somme on a :

P(X;=—k) > P(X,=k) <) P(X,=0)<+00

n>l1
Donc de méme P(Nj, < +00) = 1.
e Soit m € N, alors P(In/ Vp>n X, & [-m,m]?) =P N Nip< +oo> =1
ke[—m,m]4
Ainsi P(|| X, || = 4+o00) = E}I}rl P(3n/ Vp>n X, ¢ [-m,m]?) =1
O
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1.24 Théoréme de CHEVALLEY-WARNING

Développement

F, un corps de caractéristique p.

Lemme 1.68. Soit m € N, tel quem =0 ouq—1 fm alors : Y, ™ =0
z€lfy

Démonstration :
e Sim =0 : trivial.
e Sig—1 fm:soit g un générateur de F; : 3 2™ = 3 (go)™ = g™ > o™ Avec g™ # 1

z€F, z€F, z€F,
(car Vordre de g est ¢ — 1 qui ne divise par m), donc > 2™ =0.
z€F,

O

Théoréme 1.69 (Chevalley-Warning). Soient Pi, ..., P. € F,[Xq, ..., X,)] non nuls, on pose V(P1,...P,)
l’ensemble des zéros communs aux polynomes Py, ... P, alors :

ZdoPi <n = p|Card(V(Py,...,P))

i=1

Démonstration :
e On pose S(x) = [[(1 — PY") est la fonction caractéristique de V(Py, ..., P,) :
En effet si  annule tous les P;, alors S(z) = 1, réciproquement si P;(z) # 0, alors P;(z)4~! =
1 et donc S(z) = 0.
e Si S est le polyndme nul, alors le résultat est clair
e Sinon 3A C N” fini et non vide tel que S(X) = > co X7 X5%.. X3 cq € F
acA
Alors on calcule : Y S(z) = > co D x{tag?. aldn
z€Fy a€A  zeFy

n
. . a1 02 Qp (67
e Fixonsuna € Aalorsona: Y, z{"z5*.af» =[] >

z€Fr i=1 x;€F,
De plus : d°S = i:(q —1)d°P; < n(g—1) ainsi Vo € A, d° X[ X572.. X3 < n(q—1), donc
par contraposée i’:uln des a; < (¢ — 1), donc par le lemme 1, on a que > 2% =0
e Et ce pour tout a € A, donc EI:F S(z) =0, et S est la fonction indicag‘:ci]iFge de V(Py,..., P),
z€F,

ainsi p|CardV (P, ..., Py)

Application 1.70. Soient n € N* et ay,...as,—1 des éléments de Z/nZ, alors il existe n éléments
parmi ces 2n — 1 dont la somme est nulle.

Démonstration :
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2p—1 2p—1
N . -1 -1
e Dans le cas ou n = p est premier on pose fi = >, a; X7 ", fo = >, XP7" On peut alors
i=1 =1
appliquer le théoréeme de CW, et comme (0, ...,0) est une racine commune il en existe une
non triviale : (z1,...,22p—1), fa(z1,...,%2—1) = 0il y a donc exactement p z; qui sont non

nul, et donc on conclut en utilisant f;.

O

Application 1.71. Si on se place dans P"~1(F,) ou n > 3, alors toute conique est non vide

Démonstration : En effet soit F' = 0 une conique projective de P"~1(F,), F € F,[X1, Xo, ..., X,,]
est un polynéme homogéne de degré 2, et 2 < 3 < n, alors par CW le nombre de zéros de ce
polyndéme est un multiple de p, or (0, ...,0) est déja racine évidente, donc il existe des zéros non
triviaux a F et donc des points a la conique dans P"~1(F,) O

Comme par exemple la conique d’équation X2 +Y?2+ 72 = 0 alors que dans P?(R) c’est une conique
vide.

Remarque 1.72. Je propose de faire en développement uniquement le théoréme de Chevalley-
Warning et l’application pour le cas premier. On pourra écrire en remarque que le cas non premier
se démontre également (a condition de savoir le faire en cas de question du jury).

Références
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1.25 Théoréme de FROBENIUS-ZOLOTAREV

Développement

Théoréme 1.73. Soit p > 3 un nombre premier, V. un k = Z/pZ-espace vectoriel de dimension

finie, alors pour w € GL(V') on a e(u) = (%)
Démonstration :

e Soit M un groupe abélien, soit ¢ : GL(V) — M un morphisme, alors comme p > 3, on a que
D(GL,(k)) = SL,(k), et p(aba=tb™1) = p(a)p(b)p(a) "te(b)~! = 1, donc SL, (k) C ker ¢,
donc ¢ se factorise en un unique morphisme @ : GL,(k)/SL,(k) = M, ¢ = Pom, ol
m:GL,(k) = GL,(k)/SL, (k).
De méme pour det : GL,, (k) — k* surjectif, dont le noyau est SL, (k), donc det : GL,,(k)/SLy (k) —
k* est en fait un isomorphisme. det = det o 7.
Donc ¢ 260@_1 odetom =ao det. Ou a: Z/pZ* — M.

e Le symbole de Legendre est un morphisme non trivial de Z/pZ* car il y a % carrés, soit
a: Z/pZ* — {—1,1} un morphisme non trivial, alors ker o est un sous-groupe d’indice 2 de
Z/pZ*, or Z/pZ* est un groupe cyclique, donc posséde un seul groupe de cardinal % (p est
impaire), donc ker o = {22,z € Z/pZ}, donc a = 1 sur les carrés et —1 sur les non carrés,
donc « est le symbole de Legendre.

e Considérons le morphisme € : GL(V) — {—1,1}, ainsi par le premier point, il existe un
morphisme de groupe « : Z/pZ* — {—1,1} tel que € = « o det, montrons alors que € n’est
pas un morphisme trivial, on pose d = dim V', et on considére Fg, ot ¢ = p?, alors V et IF,
sont des Z/pZ espaces vectoriels isomorphes, or [ est cyclique, soit g un générateur de ce
groupe. Posons u : x — gz € GL(F,), alors u fixe 0, et g+ ¢g?> — ¢*... 997! =1+ g, donc
e(u) = (=1)9 = —1 (car ¢ = p? est impair), donc € est non trivial, donc a non plus, donc «

est le symbole de Legendre. Ainsi e(u) = (%), pour tout u € GL(V).

Compléments

Remarque 1.74. Ce développement peut avoir comme application de cacluler la signature de [’au-
tomorphisme de Frobenius.

Complément 1.75. D(GL,(k)) = SL,(k)

Démonstration :
e D(GL,(k)) C SL,(k). Pour l'inclusion réciproque il suffit de montrer qu’une transvection
est un commutateur (elles sont toutes conjugués dans GL,,(k)) :
o [, + (]. — 2_1)E1’2 = [In + ELQ, Di(lg(Q_l, 1,..., 1)}
U

Complément 1.76. Soit n € N*, et G = Z/nZ le sous-groupe cyclique d’ordre n, et soit d|n, alors
G a un unique sous groupe d’ordre d.
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Démonstration : Les sous-groupes de GG sont en bijection avec les sous groupes de Z contenant
nZ qui sont les kZ pour k|n, en notant = : Z — Z/nZ la projection canonique on voit que 7(kZ)
est chchque (car engendré par k) d’ordre 7

Références
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1.26 Meéthode de la relaxation

Développement

Théoréme 1.77. Soit A€ St b e R", A= D+T+T7 ou D diagonale, T triangulaire supérieure
strict, w > 0, M = iD—i—TT et N = 1’T”D—T, A=M—-N,F:xzw M 'Nx+ M~'b, et pour
ug € R™ alors on définit la suite (uy) par un11 = F(uy), soit u tel que Au = b alors :

siw €]0,2[ alors up — u
st w > 2 alors il existe ug tel que u, diverge

Démonstration :

D;; = Ay = el Ae; > 0 car A € S+, donc M est bien inversible et Au = b si et seulement
siu= F(u)

Si w €]0, 2], alors il existe une norme subordonnée telle que |[M~'N|| < 1 : En effet notons
|| |l la norme subordonnée a v — VT Av.

|IM=IN|| = ||I, — M~ A| = ||lvo — M ! Avg]|| pour un certain vy de norme 1, par compacité
de la boule unité fermée. On pose wy = M1 Avg, vg = A~ Mwy, alors :
IMTINI? = oo — wol®

= ol Avy — vl Awy — wl Avg + wl Awyg
= 1—wiMT (AT Awy — wl Mwy + wi Awg
= 1—wd(M"+M - A)yw,

2
= 1(1)’(1}ng’100
w

< 1

o [[F*(uo) —ull = [ F*(uo) — F*(u) = [(M~'N)*(uo — u)|| < [MT'N|*[lug — ul| =0
e Soient Aj,..., A\, les valeurs propres complexes de M ~1N, alors :

|det N| (%) det D|
JJRY [t~ Ljdetp] W2

Donc il existe une valeur propre A de module > 1, soit v = v; + fv9 un vecteur propre
associé, on pose wy = v1 + u, wy = vo + u alors (F¥(w;))y ou (F¥(ws)) diverge, en effet
sinon F*(vy+u)—u = (M~'N)*v; — 0, de méme (M ~'N)*vy — 0 par combinaison linéaire
on a donc \v = (M~1N)ky — 0, absurde car |A| > 1.

Références
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1.27 Inversion de FOURIER

Développement
Proposition 1.78. On note f(z) = e=*", alors f = /e /4

Démonstration : Notons h(z, z) = e*®e~ %

e 2 — h(x,z) est holomorphe pour tout x € R

e x — h(x,z) est mesurable pour tout z € C
-2 = g(z) s lz| > 2R
elzlR—a* — g(z) sinon

e Pour z € B(0,R), on a |h(z, 2)| = e*fez—2" < { c
Ainsi g € L'(R), et donc F(z) = [ ¢**¢~*" dz est bien définie et holomorphe sur C.
De plus pour z réel F(z) = [, e~ (@=2/2%¢=* /4y — ¢**/4 /7 par prolongement analytique on a que
F(z) = me* /4 sur C, or f(t) = F(—it) = /me /4.

(]

Théoréme 1.79. Soit f € S(R), alors f(z) = 5= [, €™ f(t)dt

Démonstration : L R R
e Soit 0 < €, — 0, alors |e®@e=!" f()| < |f(t)| et f € L', donc par convergence dominée on
a:
. A . - _ 2 4
= Jo € f(t)dt = 5= lim [, e"™* et f(1)dt
e Or par le théoréme de Fubini-Tonelli on a :

/]R (/]R leit(x_y)_enﬂf(y”dy) dt = /e_wzdt/ |f(y)ldy < +o00

e On peut donc appliquer le théoréme de Fubini :

1

. 2 A 1 ] 2 2
o / et fpydt = — / glteent ( / e‘”yf(y)dy) dt
T Jr 2w R R

1 ,
= o [ Ty [ e vy
2 R R

]. it Y=L 42
= d Ven et dtd
o a/Rf(y) y/Re e Yy

— ﬁ _452
= 27r\/Q/Rf(y)e ndy

1 o B
= ﬁ/]gf(x—ﬁ—? epu)e” “ du u=
= [z

y—x

2./€n

Par application de la convergence dominée car |f(z + 2\/éqnu)e | < Noo(f)e=*" € L.
(]
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1.28 Continuité des racines d’une suite de polyndmes

Développement

Théoréme 1.80. Soit (Pp,)men une suite de polyndmes a coefficients complexes unitaires de degré
n, on suppose que P,, — P, alors pour tout m entier naturel on peut mettre P,, ainsi que P de la
forme :

i=1
(X —a)
i=1

Vie[l,n] 2t — 2

n X n
Pour montrer ce théoréme on va munir C,[X] de la norme N définie par N (z aiX1> =5 Jail
k=0 k=0

Lemme 1.81. Soit P € C,,[X], polynéme unitaire de degré n et x une racine de P, alors |z| < N(P)

Démonstration :
e si|z| <1, alors |z| <1< N(P) car P est unitaire.

n—1
e Sinon on a |x| > 1, ainsi 2" = — > ;2"
k=0

n—1 . n—1
Et donc z = — 3" a2 "1 et donc |z| < 3 |a;| < N(P)
- k=0 k=0

Lemme 1.82. Soit (Py,)men une suite de polynomes a coefficients complexes unitaires de degré n,

on suppose que P,, — P, soit x une racine de P, pour tout m entier naturel on note (x} ,z2 ..., 2"

les racines de P, comptés avec multiplicités alors on note que :

M = supN(P,) <
meN

Car P,, — P donc (P,,) est une suite bornée, on a par le lemme 1.81 que M majore en module
tous les xt, pour m € N et i € [1,n] alors on a que :

m
Ve>03INeNVm>NIic[l,n] /|lr—xi|<e
Démonstration : Soit € C supposons par ’absurde que :
Je>0VN € NIm>NViec[l,n] |[v—a!,|>¢

Alors on peut construire une extraction ¢ tel que :

Je > 0Vm e NVi € [Ln] |z —al,| > €
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La suite <($fp(m)) [[ ]]) est dans B(0, M) compact de C™ : il existe ¥ une extraction telle
1€[l,n

que : meN
Vi e [1,n] :cf/}w(m) -

m—r oo

P =lim Pypp(m) = limH(X — T (m)) = H(X — )
Ainsi les racines de P sont exactement les 2%, qui vérifient par passage a la limite |z — 2%| > e,

donc z n’est pas racine de P, ce qui est absurde. [J

Démonstration : (du théoréme 1.80)
Raisonnons par récurrence sur n, pour n =1lona P, = X -2, - P =X —z, donc z,, = =,
supposons la propriété vrai au rang n — 1 alors :

Soit " une racine de P, par le lemme précédent il existe x]), racine de P, tel que z];, — z",
m— o0

onaalors P = (X—z")Q et P,, = (X—2,)Qm, sion aque Q,, — Q il suffit ’appliquer HR (n-1). O

Preuve algébrique que Q.,, — Q@

n

On se place dans Clag, ay, ..., an, z][X] soit P = > a;X dont on fait la division euclidienne en X
i=0

par X — x (possible car X — x unitaire), alors :

P=Q(X —x)+ RouQ € Clag, ay, ..., an, z|][X] et R € Clag, a1, ..., an, x]

n—1 _ . ~
En regroupant les termesona @ = > Q;(ag, a1, ..., an, x) X", ot Q; est un polynome de Clag, ay, ..., ap, 2],

=0
par spécialisation les coefficients de @),, tendent vers ceux de @), donc Q.,, — Q

Preuve analytique que @Q,, — @
OnaP—PF, = (z"—2")Qm+ (X —2")(Q—Qmn), et le tout est dans C,, [X], (X —2")(Q—Qm) — 0

n—1 )
(car @, est bornée et (2™ — 2,) — 0, ainsi Q@ — @, = Y al, X", et
i=0

n—1
(X = 25)(Q = Qm) = i X" + 3 (a1, = a"a} ) X' — o,
i=1
Dont la norme tend vers 0, on en déduit de proche en proche que a’, — 0 donc Q — Q,, — 0

Remarque

Ce théoréme aurait été trivial s’il existait des expressions par radicaux des racines en fonction des
coefficients, mais Galois et Abel ont démontré que ce n’était pas le cas.

Références
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1.29 Ellipsoide de JOHN

Développement

Théoréme 1.83. Soit K un compact d’intérieur non vide de R™, (muni de sa norme || || eucli-
dienne canonique). Il existe un unique ellipsoide centré en 0 de volume minimal contenant K.

Démonstration :

On note @ (respectivement QF, Q™) I'ensemble des formes quadratiques (respectivement
positives, définies positives) de R". Pour ¢ € QT on note V; le volume de ellipsoide définie
par {x € R" / q(x) > 1}. Dans une base orthonormée (e1,...,e,), tel que q(z) = > a;22,
donc

1 v
V:/.../ d:z:...dxn:/.../ L ar, =
4 Zazwfﬁl ! t%Jr.Ht%Zl \V/ai...ay ! \/detq

(on a fait le changement de variable ¢; = x;,/a; et on note det ¢ le déterminant commun des
matrices de ¢ dans une base orthonormée et V' le volume de la boule unité).

Le probléme revient donc & montrer qu’il existe une unique forme quadratique définie positive
qui contient K et qui maximise det q.

On munit @ de la norme N(q) = sup |g(z)| et on définit A= {qe€ QT, Vk € K q(k) < 1}
lzll<1

— A est convexe N
— A est fermé : car ¢, — ¢ implique que pour tout = € R, g, (z) — g(z).

R — R
— Aestnonvide:n: | (e cANQTT
:ggllkl\2

— Aest bornée : K # 0, 3a € K r > 0 tel que B(a,r) C K. Soit ¢ € A si ||z| < r, alors
a+ 2z € K donc :

V@) = Valx +a—a) < Vol + a) +/q(—a) <2
<1 <1

Donc g(z) < 4. Si maintenant 0 < ||z[| < 1, on a |g(z)| = L|q(rz)| < 5, donc N(q) < 5%
A — RT
(q — detgq
det go > det(n) > 0 donc gg € QT
Soit g € A tel que det g = det gp, on suppose que q # g, alors en écrivant ces déterminants
dans la base canonique on a : det (3(q+ qo)) > v/det goy/det g = det g, ce qui par convexité
de A contredit le fait que gy maximise le déterminant. Il y a donc existence et unicité.

) est continue sur le compact A elle atteint son maximum sur A en ¢y donc

Complément

Complément 1.84. Soit A, B deuz matrices symétriques réelles définies positives et o, 8 €]0,1]
vérifiant a4+ B =1 alors :

det(aA + BB) > (det A)*(det B)?

Et linégalité est stricte si A # B.



Démonstration :

e 3P € GL,(R) tel que A = PTP et B = PTDB avec D matrice diagonale a coeffi-
cients diagonaux strictement positifs, ainsi det(aB + BB) = (det P)?det(al, + Bd) et
(det A)*(det B)? = (det P)?(det D).

e 11 suffit donc de montrer que [[(a + Bd;) > ([]d;)? ce qui est vérifié par la concavité du
logarithme en 1 et en d; puis par sommation et passage a ’exponentielle.

e Si A # B, alors I'un des d; # 1, et donc on aura une inégalité stricte par stricte concavité du
logarithme dans I'une des égalités, mais en sommant avec les autres inégalités (éventuellement
larges) on va conserver I'inégalité stricte.

O

Références
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1.30 Marche aléatoire en dimension 1 et 2

Développement

Théoréme 1.85. Soit d € {1, 2}, on définit une marche aléatoire sur Z¢ par Xo = 04 et par
Xnt1 = Xn + 0, 00 (0,), est une suite de va indépendantes & valeurs dans {tei, ...+ eq} de
loi uniforme, ot (e1,...,eq) est la base canonique de R?, alors P(X,, = Oune infinité de fois) = 1,

marche récurrente.

Démonstration :
e Pour n impair P(X,, =0) =0

e Pourd=1P(Xs, =0) = 22%(2:) ~ 2%" % = \/% donc  P(Xy, =0) = 400

Vn = ¢n — Pn ’
alors P(U, = 1) =P, = 1,0, =0) + P(¢p, =0, p, = 1) = %, de méme P(U,, = —1) = %
de méme pour V,. U,, V;, sont donc des Bernoulli de paramétre 1/2. Soient a,b € {1, —1},
alors P(U,, = a, V,, =b) = P(6,, = ((a+b)/1,(a —)/2)) = + = P(U, = a)P(V,, = b) les va
sont indépendantes.

]P(Xgn = O) = P(Z Uk = O,ZVk = 0) = P(Z Uk = O)P(Z Vk = 0) ~ % donc Z]P(Xgn =
0) = +o0
e Onposelesva N =|neN, X, =0/=> 1x,-0 et Ty = 0 et par récurrence :

e Pourd =2, X,, = (Y, Z,) et 0,, = (¥, ©n), alors on change de coordonnées par {

{ inf{k > T, Xp =0} si T, < +00
Tn+1 =

+00 sinon.

On a donc Xq, = 0, Xy, =0,... X7, -1 = 0 et donc P(N > n) = P(T},—1 < +00) pour

n>1.
P(Toi1 <+00) = > Y P(Tn=kThyr=k+I)
keN*[eN*
= > Y P(T,=kPVj€[kk+1—1] O +...+0; #0 Op+...0k4 =0)
keN*[eN*
= > > P(T,=kP(Ty =1)
keN*[eN*

= P(T, < +o0)P(T1 < +00)

Donc par récurrence sur n > 1 on a P(T,, < +o00) = P(T} < 400)"

o 00 = SP(X, = 0) = E(C T (,m0)) = B(Y g, < oe) = S P(T < +00) = SB(Ty <
+00)", donc P(T} < +o0) = 1, donc pour tout n > 0 on a P(T,, < +o0) = 1, donc
P(N >n) =1, donc P(N = +00) =limP(N >n) =1

Lecons concernées
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1.31 Théoréme de BEZoUT

Développement

Théoréme 1.86. Soit K un corps et soient P,Q € K[X,Y] premiers entre euz, d°P =n, d°Q = m,
alors V(P)NV(Q)? est fini de cardinal plus petit ou égale a n x m.

Démonstration . e On pose

n .
PX,Y)= > a;(X)Y* ds;P=n"<n alors  ap/(X)#0 d°a(X)<n-—i

=0
RQIX,Y)=>b(X)Y" dyQ=m'<m alors by (X)#0 d°bi(X)<m—i
i=0
Ay 0 0 b 0 0
Ap/—1 Ay b
Ap/—1 0 0
R = Resy(P,Q) = det b b
ag an—1 b
0 : 0o . b
. . ap . bg b1
0 . 0 ag 0 cee 0 bo
ij<m —n/+i—j sij<m’
Alors R;; = ' yjmi 00 LI=T Done d°R;; < e +.Z Joosg=m
bi—i oul sinon m-+1i—j sinon
Soit o € Sy,
n/+m' n'+m'
& ] Rogyy < Y In—n"+o()—dl+ Y. [m+o(i) -7
i=0 j<m’ j=m/+1

SZa(j)—Zj+(n—n')m’+mn'§(n—n’)m—i—mn':mn

n’+m'

Donc comme R = €e(0) [] Ry, on a que 0 < d°Resy(P,Q) < nm. Car le résultant
i=0

n’est pas nul, les polynomes sont premiers entre eux et les termes de téte non nuls.

Soit (x,y) € V(P)NV(Q), alors P(x,Y) et Q(x,Y) ont un zéro commun donc Resy (P, Q)(x)
0, il y a donc au plus mn tels x, par symétrie il y a au plus mn y, donc V(P)NV(Q) est

fini de cardinal au plus (nm)?.

o Supposons K infini, notons {My,... M.} = V(P)NV(Q), alors il existe e tel que ex soit
non colinéaire & M; — M;, on compléte en ey, tel que (e1,es) soit une base de K?, on note
(X,Y) les coordonnées d’un point dans la base canonique, et (X', Y') les coordonnées d’un

9. On note V(P) l’ensemble des points d’annulation de P.

72



.t()lX_abX’ a b\ . b tep octi
point (e1,ea), alors | 3, ) = o)y ), avec | ;) inversible, on note p la projection

sur ey, parallelement & eq. Alors, p(M;) = p(M;) impliqgue M; — M; € kerp = vect(es)
donc i = j, de plus P(X,Y) = 0 si et seulement si P(aX' + bY’,cX’',dY’) = 0 on note

P(X"Y') = P(aX' +bY",cX',dY"), de méme pour Q, alors d°P = n et d°Q = m, par ce
qui précede il y a au plus nm abscisses dans V(P)NVQ) = {M,... M.}, donc r < nm.

o Si K est fini, alors K C K(T) = K’ et on applique le résultat précédent o K'.
O
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1.32 Théoréme de LIAPOUNOV

Développement

Théoréme 1.87. Soit f : R® — R"™ une fonction de classe C* tel que f(0) = 0 considérons
Uéquation différentielle y' = f(y) et y(0) = x, on suppose que les parties réelles de toutes les valeurs
propres de la matrice A = D fy sont strictement négatives. Alors lorigine est un point d’équilibre
attractif du systéme différentiel : pour tout x voisin de 0 la solution y(t) tend exponentiellement
vers 0 quand t — +oc0.

Démonstration :
e Considérons I’équation différentielle 2’ = Az tel que z(0) = z, on a z(t) = "z, soit || ||
une norme d’algebre sur M,,(C) et soit D + N la décomposition de Dunford, alors :

tA

tA tD tN tD S tk”NkH tsup Re(\) n
e < el le™ ] < e Pl x| D o < Ke (1 +[2]")
k=0 ’

e Considérons a tel que Re\ < —a, alors on a et s Fe(\)+at (] |¢|m) .0 donc cette fonction
—+00

est bornée ainsi [|z(t)| < Ce™||z||

e Par Cauchy-Schwarz on a (ez |ey) < |le'z| x |le'y| < C2e™29|z|| x ||y|| qui est
intégrable.
Ainsi z,y — b(z,y) = fooo (el |etAy> dt est bien définie, symétrique, positive et si b(x, z) =
0, alors par continuité on a etz = 0, V¢t € R™* ainsi par continuité en t = 0 on a que = = 0.
Donc b est en fait un produit scalaire. On note ¢(x) = b(x, x).
2b(z, Az) = [ 2 (e |et Ax) dt = [J7 Lt z|? = —[|z|?

e Notons y une solution maximale solution du probléme initiale définie sur I C R™, on pose
r(y) = f(y) — Ay, alors on a :

q(y) = Dq,(y)

2b(y, ")

2b(y, Ay) + 2b(y, 7(y))
= —[lyll* + 2b(y, 7(v))

o [b(y,r(w) < Vay)va(r(y))

Comme r(y) = f(y) — f(0) = Dfo(y) = o(\/q(y)), on a :

Ve>03a>0/q(yt) <a= a(ry(t))) < ev/aly(?))

Donc 2b(y(t),r(y(t))) < 2eq(y(t)) pour q(y(t)) < o
e Les normes || || et /g sont équivalentes donc il existe C' > 0 tel que Cq(y(t)) < [ly(t)]|>.

Ainsi q(y(t)) < (—=C + 2¢)q(y(t)), on pose = C — 2¢ > 0 pour € suffisamment petit. Donc
tant que q(y(t)) < aonaq(y(t)) < —PBq(y(t)), ce qui est satisfait si la donnée initiale g(z) <
« : En effet sl existe un premier ¢ tel que q(y(to)) = @ on a q(yo)'(t) < —Bq(y(to)) <0
et donc ¢(y(t)) > a pour t proche de ty t < tp, ce qui est une contradiction donc on a
q(y(t)) < a pour t dans l'intervalle maximale de solution donc y(t) est bornée, donc par le
lemme de sortie de tout compact I'intervalle de définition contient RT, ainsi sur Rt on a

q(y) < —Ba(y).
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e Donc (e?%q(t))" < 0 et donc q(y(t)) < e Piq(x)
O
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1.33 Théoréme de KRONECKER

Développement

Pour tout n € N, on pose :

Ay, = {P € Z[X], unitaire de degré n tel que V(P) C D(0,1)}
Ou V(P) désigne les racines de P.
Théoréme 1.88. Soit P € A, tel que P(0) # 0, alors les racines de P sont des racines de 'unité.
Démonstration : P = X" + a1 X" ' + ... + a, = [[(X — i), 0 < || <1, alors

W=l X T X 1=(7)

1<k <k2<...<k;i<n 1<k <kz2<...<k;<n

Donc A,, est finie.

On considére Py(X) = [[(X — oF) unitaire dont les racines sont dans D(0, 1)

On note Qx(X) = X*¥ —Y € Z[Y][X], Ri(Y) le résultant de P et Q) vu comme des polynomes en
X.

1 1
ar - 0
1
Ry(Y) = |q, 10 o |=1I@k() =]} -Y)=(-1)"P; € Z[X]
a; —Y
: -0
ay -Y
Donc Py, € A,,, ’ensemble des racines de tous les polynémes de A,, est fini, donc ¢ : (I\: - len‘k/(Q)>
— ol

est non injectif, donc 3(k, £) € N2 tel que k # £ et af = af. Ainsi o; est une racine de 1'unité.
O

Corollaire 1.89. Pour tout P € A, on a :
ImeN, IreN, ..\ ezZ/P=Xx"]]o)

Démonstration : Soit m la multiplicité de 0 de P, P = X™Q, ou Q € Z[X], Q(0) # 0, unitaire
donc @ € A,,, donc les racines de @ sont dans des racines de X" — 1 pour un r bien choisie, donc
en considérant la plus grandes des multiplicités des racines de @, on a que Q|(X" — 1)* dans C[X]
et donc dans Z[X], or X" — 1 = [[®4 ot les &4 sont irréductibles, donc Q = [[ @y’
d|r
|
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Corollaire 1.90. Les seuls polynomes de A,, irréductibles sont les ®4 tel que p(d) =n

Corollaire 1.91. ¢(n) = +o0o
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1.34 Ellipse de STEINER

Développement

Théoréme 1.92. Soient A, B, C trois points non alignés du plan compleze, soit P(X) = (X —
A)(X — B)(X — (). Alors Fy, Fy les racines de P’ sont les foyers d’une ellipse tangente auz trois
cotés du triangle ABC' en leurs milieux.

Lemme 1.93 (de Poncelet). Soit E une ellipse de foyers Fy, Fs, et soient I, J deux points de

Uellipse dont les tangentes en ces points se coupent en seul point A, alors les angles m et FEI]
sont égaur.

FIGURE 1.6 — L’ellipse inscrite dans le triangle ABC.

Démonstration : .
e La droite (AT) est la bissectrice extérieur de F; I F5, on note F} le symétrique (orthogonal) de
Fy par rapport & (AI), alors les points Fy, I, Fy sont alignés et |Fy —F]| = |Fy —I|+|I—F]| =
|Fo — I|+|I — Fi| = 2a, de méme en notant F}" le symétrique de Fy par rapport a (AJ) on
a|Fy — F'| =2a
e Le point Fy est sur la médiatrice de FyFY', |F| — A| = |Fy — A| = |F{' — 4|, donc A aussi,
finalement (AF3) est la médiatrice de FyF{’, on note Rp la symétrie d’axe D.
e Alors R(AJ) o R(AFQ) : Fll — Fll/ — F1, de plus R(AFl) o R(AI) : Fll — Fp— Fy
Donc Ray) o R(ar,) = Rar,) © Rar) donc 2@ = 2@
U

Démonstration : (du théoréme)
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e PX)=(X-AX-B)+X-A)X-C)+ (X -B)(X —C), donc pour X = A on a
3(A—F1)(A—Fy) = (A—B)(A—-C), donc B;ﬁ =3L8=4 donc BAF, = [, AC.

e On note F| = Rap)(F1), et [ = (FRF])N(AB),et E={M € C/|M — Fi|+|M - I5| =
|I — Fi| + |I — F3|} ellipse de foyers Fy, F» qui contient I, de plus (AI) = (AB) est la
bissectrice extérieur de }ﬁ, donc la tangente en I de E est (AB).

e Soit J € E tel que (AJ) soit la tangente en J de E, alors par le lemme 1.93, on a m =
AT avec TAF, = BAF, = [,AC, on a que J € [A,C), donc (AC) est une tangente de E
par symétrie (BC') est une tangente en E.

e On remplace X par I' = AJFTB, 3(I'-F)(I' - Fy) = (BTfA)(A;—B), donc 12{}:; = %,
donc m = m, donc (AB) est la bissectrice extérieur de ﬁg, donc I = I, par
symétrie E est lellipse tangente aux milieux des cotés du triangle.
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1.35 Critére de nilpotence de CARTAN

Développement

Soit k un corps de caractéristique nulle, V' un k-espace vectoriel de dimension finie n, B C A deux
sous espaces vectoriels de L(V'), on note pour (t,z) € L(V)?, adi(z) =tox —xot, ad; € L(L(V)).

Théoréme 1.94. On pose T = {t € L(V), ad:(A) C B}. Soitt € T tel que pour tout uw € T on ait
tr(tu) = 0 alors t est nilpotent.

Démonstration :

e Considérons une base B = (e, ..., e,) tel que la matrice de ¢ dans cette base soit sous forme
de blocs de Jordan, notons aussi (A1,...,A,) les valeurs propres, alors si t = s + n est la
décomposition de Jordan de t, on a s(e;) = A;e;. On pose F' = vect(Aq, ..., A\,) le Q-sous
espace vectoriel de k, soit ¢ € F*, on défini v comme 'unique endomorphisme de V' qui
vérifie u(e;) = ¢(e;)e; pour 1 <i < n.

e Supposons que u € T, les matrices de ¢, u dans la base B sont triangulaires, on a alors
0 =tr(tu) = > Xip(\;) en composant par ¢ on a > ¢()\;)? = 0 donc ¢()\;) = 0 pour tout i
donc ¢ = 0 donc F* = {0} donc F = {0} et donc A; = 0 donc s = 0 donc ¢ = n est nilpotent.

e Montrons donc ce que 'on a admis, c’est-a-dire que u € T', montors donc que ad,(A) C B,
Notons D, (v) = x o v, alors D% (v) = 2P o v, donc P(D,) = Dp(y) pour tout polynome.
En particulier si x est diagonalisable on peut choisir un polynéme scindé & racines simples
annulateur de z ainsi P(D;) = Do = 0, et donc D, est diagonalisable.
Ee méme si x est nilpotent D, est nilpotent on peut définir de méme G, de plus G, et D,
commutent et ad, = D, — G, donc ad, est diagonalisable et ad,, est nilpotent de plus ad,
et ads; commutent car n et s commutent, ainsi ad; = ads + ad,, est la décomposition de
Dunford de ad;.

o Il existe P € k[X] tel que ads = P(ad:) et P(0) =0, de plus :

ady(Eij) = (M) — 0(Aj)Eij = (A — Xj)Eij et ads(Eij) = (A — Aj) By

Par l'interpolation de Lagrange on obtient @ € k[X] tel que Q(A\; — Aj) = ¢(A\; — A;), alors
ad, = Q(ads) (il suffit de vérifier cette relation sur E;;). on pose R = @ o P, alors ad,, =
R(ady), de plus ad;(A) C B C A si ad¥(A) C B, alors adf™ (A) C adi(B) C ad;(A) C B
donc par récurrence adf(A) C B, pour tout k € N* de plus R(0) = 0 donc ad,(A) C B par
combinaison linéaire et donc u € T

Complément

Complément 1.95. Soit u = s+ n la décomposition de Dunford, alors s = P(u) pour un certain
P € k[X] vérifiant P(0) = 0.

Démonstration : Soit x, = [[(X — A\;)™ le polynome caractéristique de u, d’apres le théoréme
chinois il existe P tel que P(X) = A; mod (X — \;)™

E = @®N; ot N; est le sous-espace caractéristique associée a \;.

Or s(z;) = \jz; pour ¢ € Ny, et P(u) = \Iqg+ (u — M\I)™, done P(u)(xz) = Az; + 0 = s(x), ainsi
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P(u) = s.
Si 0 est valeur propre, alors P =0 mod X™ donc P(0) =0
Sinon on rajoute la condition P = 0 mod X et un tel P existe encore par le lemme chinois, car

(X, (X — Ap)™, ... (X — A\)™) sont encore premiers entre eux.
O
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1.36 Nombre de zéros d’une équation différentielle linéaire du
second ordre

Développement

Théoréme 1.96. Soit a € RT ¢ € C'(a,+o0[ ¢ > 0, tel que f:_m\/a = 400 et ¢'(z) =
K (¢*%(x)), soit y une solution réelle non nulle de y"' + qy = 0 sur [a,+oo[ on note N(z) le

nombre de zéros de y sur [a, x| alors :

N~ 1 [ Vet

Démonstration :

e Lorsque g est constant, on a une équation facile a résoudre (en cos) et on peut donc compter
son nombre de zéros.

e Nombre fini de zéros sur [a, t].

e On pose 7(z) = [ /g bijection croissante C* de [a, +oo[ sur [0, +oo], et donc 77! est une
bijection strictement croissante € C! de [0, +oo[ sur [a,+oo[, on pose Y = y o771 alors
y=Y(7):

y =7Y(r)=/qY'(1)
Yy’ = %Y’(T) +qY" (7).
Ainsi " + qy = ¢Y" (1) + Qq—\)qY’(T) +qY(r)=0

Donc Y est solution de Y + oY’ +Y =0 o0 p = — 0

—+oo
e Comme Y est non nulle Y et Y’ n’ont pas de zéros en commun, on peut utiliser le théoréme

)
25776 )

du relévement, ainsi il existe 7, des fonctions de classe C! tel que Y’ +iY = re?
Y = rsin 6
Y' = ¢'sinf+rf cos =rcosb
Y" = 1'cosf —rfsinf = —prcos@ —rsinf

En faisant cos(8)Y’ — sin(f)Y"” on obtient :
0+ 780 = prcosfsind +r
Ainsi 0 =1+ psinfcosf. Donc [¢' — 1| < L]p| — 0 ainsi 6/(t) — 1 donc O(t) ~ ¢
e On pose M (t) le nombre de zéros de Y sur [0,¢] il existe ¢ tel que 6’(t) > 0 pour ¢ > ty.
M(t) = H{u € [0,t] / sin(6(u)) = O} + [{u € [to,t] / sin(6(u)) = 0} = K + [{v €
[0(t0), 6(1)] / sinv =0} = K + [{k € ./ 8(to) < km < (1)}] ~ 2 ~
e De plus N(z) = M(7(x)) ~ @

Al

Complément

Théoréme 1.97. Soit I un invervalle de R, f : I — C* une fonction C*, alors f = re'® avec r,0
des fonctions de classe C', de plus r est strictement positive.
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Démonstration : Soit f qui ne s’annule pas. f(0) = roe'®, et (z) = fow fT, + Inrg + 6y, alors
(fe ™) = e ¥(f' —'f) = 0, donc f(x)e V@) = pgeiorite= =1 donc f = e¥ = |fle!™W) =
re? en posant r = |f| et § = I'map, qui sont C* O
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1.37 Table de caractéres et simplicité

Développement
Proposition 1.98. Soient x1,...,Xxr les caractéres irréductibles d’un groupe fini G, alors les sous-
groupes distingués de G sont exactement les sous-groupes de la forme (K, ou I C {1,...7r} ot

i€l
on a noté K, = {g € G, x(g9) = x(e)} pour x un caractére.

Lemme 1.99. Soit p: G — GL(V) une représentation de caractére x sur'V de dimension d, alors
K, =kerp (et donc est un sous groupe distingué de G).

Démonstration : Soit n = |G/, alors pour g € G on a ¢g" = e donc X™ — 1 est un polynoéme an-
nulateur scindé a racines simples de p(g) donc p(g) est diagonalisable & valeurs propres des racines
n-iéme de l'unité disons wy,...,wq. Si x(9) = x(e) = d, alors wy + ...+ wy = d, donc w; = 1, Vi,
donc p(g) = Idy, réciproquement si p(g) = Idy, alors g € K, on a donc bien K, =kerp 0O

Démonstration : (du théoréme) : On a alors () K, est bien un sous groupe distingué de G.

iel
Réciproquement soit H un sous groupe distingué de G, soit p : G/H — GL(V) la représentation
réguliere de G/H, soit 7w : G — G/H la projection canonique, on pose p = pow : G — GL(V), alors :

p(n(g)) = Ildy <= 7n(9) =eq/u =g € H

-

Donc ker(p) = H = K,,,, décomposons xy sur les représentations irréductibles de G : xy = > a;x;,
i=1

ou a; € N.

Montrons que xv (g) = xv(e) si et seulement si a;x;(g) = a; X;(e) Vi :

Soit g € G tel que xv(g) = xv(e), alors [xv(g)] = |2 aixi(9)] < > aixi(e) = xv(e) = Ixv(9)l;

par cas d’égalité dans l'inégalité triangulaire on a a;x;(g) = a;xi(e) Vi, réciproque immédiate.

Posons I = {i, a; > 0}, alors H = K, = {g € G/a;xi(g) = a;xi(e) Vi} = {g € G, xi(g9) =

xile)Viell = NK,, O

i€l
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1.38 Exponentielle de matrice et diagonalisabilité

Développement

Théoréme 1.100. Soit k = R ou C, soit A € M, (k) dont le polyndme caractéristique est scindé
alors : A est diagonalisable si et seulement si exp(A) est diagonalisable.

Démonstration : Le sens direct est trivial
Si exp(A) est diagonalisable, on a par Dunford A = D + N, et donc exp(N) = exp(A) exp(—D),
(car A et D commutent) donc exp(A) et exp(—D) commutent et sont diagonalisables, on peut donc
les diagonaliser dans une méme base, ainsi exp(/N) est diagonalisable ainsi :
N 0 I N+ i ! nt
exp(N) + 9L = I tN+ 2 +"'+(n—1)!

diagonalisable nilpotent diagonalisable

nilpotent car N l'est
Par unicité de la décomposition de Dunford N + £ N? + ... + ﬁN"—l =0
Soit X" le polynéme minimal de N, alors X"|X + 1 X%+ ... + ﬁX”fl ce qui est possible que
sir =1, et donc N =0 donc A = D est diagonalisable.
U

Application 1.101. Soit A € M,,(C) alors : A diagonalisable et Sp(A) C 2miZ si et seulement si
exp(A) = I,

Démonstration : Le sens direct est trivial

Si exp(A) = I, alors exp(A) est diagonalisable donc par le théoréme précédent A est diagonali-
sable, donc I,, = exp(A) = exp(PDP~1) = Pexp(D)P~!, avec D diagonale dont Iexponentielle
des éléments diagonaux donne donc 1, ainsi sp(A) C 2miZ O

Application 1.102. Soit A € M,(R) dont le polynéme caractéristique est scindé alors : A est
diagonale si et seulement si exp(A) est diagonale

Démonstration : Le sens direct est trivial

Si exp(A) est diagonale, alors par le théoréme A est diagonalisable : P71 AP = D diagonale. Les
matrices exp(D), et exp(A) sont donc deux matrices diagonales avec sur leur diagonale les exponen-
tielles des valeurs propres de A comptées avec multiplicité algébrique, donc exp(A) = Q exp(D)Q !,
avec () une matrice de permutation, quitte a changer D en QDQ™!, on peut supposer que exp(A) =
exp(D).

Soit AX = A\X, alors exp(A)X = e* X, ainsi ker(A — \I,,) C ker(exp(A) — e*I,,) Par diagonali-
sabilité de A et exp(A) on a :

E= @ ker(A-A\,)C P ker(exp(A) — ul,) = FE
Aesp(A) p€Esp(exp(A))

De plus, exp : R — R est injective donc nécessairement :

VA € sp(A) ker(A — \I,,) = ker(exp(A) — e*I,,)
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On fait le méme raisonnement pour D et exp(D) (= exp(A)) :
VA € sp(D)ker(D — \,,) = ker(exp(D) — e 1I,)

Donc ker(A — A\I,,) = ker(D — A1), pour toute valeur propre de A, donc A = D est diagonale.
O
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1.39 Composantes connexes des formes quadratiques réelles

Développement
Soit (E,|| ||) un R-espace vectoriel normé de dimension finie n, soit Q(F), 'ensembdes des formes
quadratiques muni de la norme N : ¢ — sup |q(z)|, et Q(F) lensemble des formes quadratiques

llzl=1
non dégénéres.

Théoréme 1.103. 1. Q(E) est un ouvert de Q(E).
2. Pour tout ¢ € Q(FE), il existe k > 0, tel que si ¢ € Q(F) et N(q—¢') < k, alors ¢’ a la
méme signature que q.
3. Les composantes connexes de QU(E) sont les ensembles ;(E), définis comme 'ensemble des
formes quadratiques de signatures (i,n — i), pour i entier naturel compris entre 0 et n.

Démonstration :

2 Soit ¢ € Q(E) de signature (i,n — 7), alors il existe F, G deux sous-espaces vectoriels sup-
plémentaires de dimensions 7, n — i, tel que :
e g|r soit une forme quadratique définie positive
® q|g soit une forme quadratique définie négative,
alors :
® /4 est équivalente a || |||p, donc il existe a > 0 tel que pour tout x € F on ait

Va(z) > allz, donc que g(z) > a®|lz|?
e /—q|¢ est équivalente & || ||| donc il existe b > 0 tel que pour tout = € G \/—q(z) >
bllz] done que g(z) < b
On pose k = min(a?,b?), alors :
e Pour tout z € F on a q(z) > k=[]
e Pour tout z € G on a q(z) < —k|z|?
Soit ¢’ € @ tel que N(q — ¢') < k, alors
e Pour z € F\ {0} on a q(z) — ¢/(x) < k||z|? donc ¢'(z) > q(z) — k||z||> > 0
e Pour z € G\ {0} on a ¢'(z) — q(x) < k||z||* donc ¢'(z) < q(z) + k||z|> <0
Ainsi g, et ¢’ on la méme signature.
Donc Q;(FE) est ouvert pour tout ¢

1 En particulier Q(E) est ouvert comme réunion d’ouverts

3 On a Q(E) =J O, avec les Q; ouverts et la réunion est disjointe, il reste & montrer que les
); sont connexes :
Soient ¢, ¢’ deux éléments de ;, soient A, B € M,,(R) les matrices de ces formes quadratiques
dans une base, alors il existe P,Q € O,(R) :

A=PT'D,;Pet B=Q"D;Q

Ot D; est une matrice diagonale avec i 1, et n — ¢ 0 sur la diagonale, alors quitte & changer
la premiére colonne en son opposée on peut supposer que det P = det Q = 1. Par connexité
de GL,(R)" il existe v un chemin continue de P a @ dans GL, (R)", et donc un chemin de
A a B dans les matrices de signature (i,n — i), ainsi ); est connexe par arcs donc connexe.
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Complément

Complément 1.104. GL,(R)T est connexe par arcs.

Démonstration : Soit A € GL,(R)T, soit A = OS sa décomposition polaire
e Comme S;"+ est convexe, on peut relier S contintiment a I,, dans S;+
e O € SO,(R), et SO, (R) est connexe par arcs, ainsi on peut relier contintiment 0 & I,, dans

SO, (R)
O
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1.40 Polyndmes de BERNSTEIN

Développement

Théoréme 1.105. Soit f € C o ([0,1]), il existe (pn)n une suite de fonctions polynomiales qui
converge uniformément vers f sur [0,1].

Démonstration . e Pour z € [0,1], et n € N*, on considére Sy, . une variable aléatoire qui
suit une loi binomiale de parameétres (n,x), et on pose pour x € [0,1] :

pu(@) = E (f (%;w)) _ kz_ﬂ(;:) 2F(1— )y (i)

D est bien une fonction polynomiale sur [0,1].
e Soit € > 0, par le théoréme de Heine :

Ja>0 VY(r,y)€[0,1]® |z—y| = |f(®)— fly)| <e

Pour x € [0,1] on a :

) - 1@ =[5 (1 (%) - s )\
n,r S’I’Lflj
= (’f< ) {S"le<a}) E (‘f (n) —f@) ]1{|S"n'”x|>a}>
< eralflp (|22 - o] 2 a)
e De plus ]P’( e x‘ 204) < Var( “) = —=Var(S,) = L Var(X), ot X est une

variable aléatoirequi suit une loz de Bernoulli de paramétre x, donc Var(X) =z(1—z) <1

o Ainsi Noo(pn — f) < e+ M
0

Corollaire 1.106. Soit f € C°([a,b]) alors f est limite uniforme de polynomes.

Démonstration . En effet il existe (pn)n qui converge uniformément vers x — f(a+x(b—a)) sur

[0,1], donc t — py, (%) converge uniformément vers t — f(t) sur [a,b]. O

Propriété 1.107. Soit (p,)n une suite de fonctions polynomiales qui converge uniformément sur
R wvers f, alors f est une fonction polynomiale.

Démonstration . En effet il existe N € N tel que Noo(pr, — pm) < 2 pour n,m > N, par inégalité
triangulaire, donc p, — pm est une fonction polynomiale bornée donc constante, donc p, = pN + ap,
done p,(0) = Py(0) + o, = f(0) donc o — « pour un certain o, ainsi p, = py + ay converge
simplement vers Py + a, donc f = Py + a est une fonction polynomiale.l]

Attention on ne peut pas vraiment dire que (p,) est une suite de Cauchy pour la convergence
uniforme, en effet les p,, ne sont pas (sauf si ce sont des polynémes constants) des fonctions bornées.
Par contre on peut bien dire que p, — f sera bien borné pour n assez grand, et par I'inégalité
triangulaire que c’est le cas de p,, — pm,.
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